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Содержание учебного предмета, как известно, зависит от многих факторов - от требований жизни к знаниям учащихся, от уровня соответствующих наук, от психических и физических возрастных возможностей детей и т.д. Правильный учет этих факторов является существенным условием наиболее эффективного обучения школьников, расширения их познавательных возможностей. Но иногда это условие по тем или иным причинам не соблюдается. В этом случае преподавание не дает должного эффекта как в отношении усвоения детьми круга необходимых знаний, так и в отношении развития их интеллекта.

Мы полагаем, что в настоящее время программы преподавания некоторых учебных предметов, в частности математики, не соответствуют новым требованиям жизни, уровню развития современных наук (например, математики) и новым данным возрастной психологии и логики. Это обстоятельство диктует необходимость всесторонней теоретической и экспериментальной проверки возможных проектов нового содержания учебных предметов.

В данной статье мы изложим некоторые материалы, показывающие целесообразность и возможность существенной перестройки программы по математике в начальной школе. Хотя эти данные являются результатом специальной опытной работы в школе и имеют экспериментальное обоснование, их нужно рассматривать как предварительные материалы, которые, с одной стороны, требуют дальнейшего всестороннего анализа и уточнения, с другой - массовой проверки и апробирования. Их изложение поможет, на наш взгляд, обсуждению некоторых вопросов содержания математики в школе. Эти вопросы в свою очередь тесно связаны с общей проблемой рационального программирования обучения. Такое обучение не может быть эффективно реализовано без специального логического и психологического анализа и существенного изменения содержания школьных дисциплин.

В последние годы советская школа достигла определенных успехов в математической подготовке школьников. Об этом свидетельствуют многочисленные факты. Вместе с тем участие в производительном труде и обучение в средних и высших технических заведениях предъявляют повышенные требования к математическим знаниям учащихся, прежде всего - к уровню их математического мышления. Наша школа еще не удовлетворяет этим требованиям.

Фундамент математических знаний закладывается а начальной школе. Но, к сожалению, как сами математики, так и методисты и психологи уделяют весьма малое внимание именно содержанию начальной математики. Достаточно сказать, что программа арифметики в начальной школе (I - IV классы) в основных своих чертах сложилась еще 50 - 60 лет назад и отражает, естественно, систему математических, методических и психологических представлений того времени.

Рассмотрим характерные особенности принятой программы арифметики в начальной школе (5). Основным ее содержанием являются "целые числа и действия над ними, изучаемые в определенной последовательности" (5, стр. 70). Вначале изучаются четыре действия в пределе 10 и 20 (I класс), затем - устные вычисления в пределе 100 (I - Il класс), устные и письменные вычисления в пределе 1000 (II - III класс) и, наконец, в пределе миллионов и миллиардов (III - IV класс). В IV классе изучаются некоторые зависимости между данными и результатами арифметических действий, а также простейшие дроби. На эту работу уходит (вместе с обучением решению соответствующих задач) 620 часов из 792, предусмотренных на изучение арифметики за все четыре года. Наряду с этим программа предполагает изучение метрических мер и мер времени, овладение умением пользоваться ими для измерения (37 часов), знание некоторых элементов наглядной геометрии - вычерчивание прямоугольника и квадрата, измерение отрезков, площадей прямоугольника и квадрата, вычисление объемов (36 часов). Кроме того, специально для повторения рекомендуется затратить 99 часов.

Полученные знания и навыки ученики должны применять к решению задач и к выполнению простейших расчетов. На протяжении всего курса решение задач проводится параллельно изучению чисел и действий - для этого отводится половина соответствующего времени. Решение задач помогает учащимся понять конкретный смысл действий, уяснить различные случаи их применения, установить зависимость между величинами, получить элементарные навыки анализа и синтеза (5, стр. 73). С I по IV класс дети решают следующие основные типы задач (простых и составных): на нахождение суммы и остатка, произведения и частного, на увеличение и уменьшение данных чисел, на разностное и кратное сравнение, на простое тройное правило, на пропорциональное деление, на нахождение неизвестного по двум разностям, на вычисление среднего арифметического и некоторые другие виды задач (5, стр. 78 - 81).

Проанализируем вначале ту часть программы, которая связана с числами и техникой вычислений. Приемы вычисления опираются на некоторые свойства десятичной системы и тех или иных конкретных чисел. Изучение этих свойств (в элементарной форме) и составляет основную учебную задачу по арифметике в начальной школе. Особенности чисел и числовых систем являются предметом теории чисел как особой отрасли математики. Поэтому можно сказать, что с первых дней пребывания в школе дети начинают изучать элементы теории чисел, лежащие в основе приемов устного и письменного вычислений.

Нельзя отрицать практическую важность быстрого и точного выполнения арифметических выкладок (например, сложения многозначных чисел, деления многозначного числа на однозначное и т.п.). Но представим такую возможность: ребенок, записав какой-либо пример (решая задачу, он может записать - 72:18 или 670х14), берет в руки таблицу-справочник и без вычислений сразу находит там требуемый ответ (применяются же таблицы логарифмов и процентов!). Понизится ли культура математического мышления ребенка и его сообразительность, если он числовой ответ будет искать в таблице, а не производить сам? Мы полагаем, что общий уровень математического мышления при этом не пострадает, ибо он связан в основном не с выполнением вычислений как таковых (и не с решением бесчисленных "столбиков" примеров), а с ориентацией в системе содержательных количественных отношений и с умением найти ту или иную конкретную зависимость величин (а не чисел в их отвлечении от величин). Но программа построена так, что она максимум времени отводит не на изучение количественных отношений и зависимости величин (на измерение, например, отводится всего 37 часов, хотя именно здесь детям открывается эта сфера), а на оперирование числами, на изучение таблиц и способов их построения.

С разными типами зависимостей величин дети сталкиваются при решении задач. Но весьма характерно - учащиеся приступают к задачам после и по мере изучения чисел; главное, что требуется при решении - это найти числовой ответ. Дети с большим трудом выявляют свойства количественных отношений в конкретных, частных ситуациях, которые принято считать арифметическими задачами. Практика показывает, что манипулирование числами часто заменяет действительный анализ условий задачи с точки зрения зависимостей реальных величин. Задачи, вводимые в учебники (6), не представляют к тому же системы, в которой более "сложные" ситуации были бы связаны и с более "глубокими" пластами количественных отношений. Задачи одной и той же трудности можно встретить и в начале, и в конце учебника. Они меняются от раздела к разделу и от класса к классу по запутанности сюжета (возрастает число действий), по рангу чисел (от десяти до миллиарда), по сложности физических зависимостей (от задач на распределение до задач на движение) и по другим параметрам. Только один параметр - углубление в систему собственно математических закономерностей - в них проявляется слабо, неотчетливо. Поэтому очень сложно установить критерий математической трудности той или иной задачи. Почему задачи на нахождение неизвестного по двум разностям и на выяснение среднего арифметического (III класс) труднее задач на разностное и кратное сравнение (II класс)? Методика не дает на этот вопрос убедительного и логичного ответа.

Таким образом, учащиеся начальных классов не получают адекватных, полноценных знаний о зависимостях величин и общих свойствах количества ни при изучении элементов теории чисел, ибо они в школьном курсе связаны по преимуществу с техникой вычислений, ни при решении задач, ибо последние не обладают соответствующей формой и не имеют требуемой системы. Попытки методистов усовершенствовать приемы преподавания хотя и приводят к частным успехам, однако не меняют общего положения дела, так как они заранее ограничены рамками принятого содержания.

В основе критического анализа принятой программы по арифметике, на наш взгляд, должны лежать следующие положения:

· понятие числа не тождественно понятию о количественной характеристике объектов;

· число не является исходной формой выражения количественных отношений. 

Приведем обоснование этих положений.

Общеизвестно, что современная математика (в частности, алгебра) изучает такие моменты количественных отношений, которые не имеют числовой оболочки. Также хорошо известно, что некоторые количественные отношения вполне выразимы без чисел и до чисел, например, в отрезках, объемах и т.д. (отношение "больше", "меньше", "равно"). Изложение исходных общематематических понятий в современных руководствах осуществляется в такой символике, которая не предполагает обязательного выражения объектов числами. Так, в книге Е.Г.Гонина "Теоретическая арифметика" (3) основные математические объекты с самого начала обозначаются буквами и особыми знаками (3, стр. 12 - 15). Характерно, что те или иные виды чисел и числовые зависимости приводятся лишь как примеры, иллюстрации свойств множеств, а не как их единственно возможная и единственно существующая форма выражения (3, стр. 30 - 31). Далее, примечательно, что многие иллюстрации отдельных математических определений даются в графической форме, через соотношение отрезков, площадей (3, стр. 14, 19). Все основные свойства множеств и величин можно вывести и обосновать без привлечения числовых систем; более того, последние сами получают обоснование на основе общематематических понятий (3).

В свою очередь многочисленные наблюдения психологов и педагогов показывают, что количественные представления возникают у детей задолго до появления у них знаний о числах и приемах оперирования ими. Правда, есть тенденция относить эти представления к категории "доматематических образований" (что вполне естественно для традиционных методик, отождествляющих количественную характеристику объекта с числом), однако это не меняет существенной их функции в общей ориентировке ребенка в свойствах вещей. И порой случается, что глубина этих якобы "доматематических образований" более существенна для развития собственно математического мышления ребенка, чем знание тонкостей вычислительной техники и умение находить чисто числовые зависимости. Примечательно, что акад. Л.Н.Колмогоров, характеризуя особенности математического творчества, специально отмечает следующее обстоятельство: "В основе большинства математических открытий лежит какая-либо простая идея: наглядное геометрическое построение, новое элементарное неравенство и т.п. Нужно только применить надлежащим образом эту простую идею к решению задачи, которая с первого взгляда кажется недоступной" (4, стр. 7).

Таким образом, примат элементов теории чисел и засилье вычислений в программе арифметики обусловлены не содержанием самой математики как объекта усвоения, а какими-то другими причинами. Какими именно?

История вопроса показывает, что принципиальные установки этой программы сформулированы тогда, когда четырехклассное образование было замкнутым концентром и когда для большинства детей трудящихся оно было единственно доступной ступенью образования. Ясно, что такая программа должна была дать прежде всего навыки вычислений, умение производить элементарные расчеты при решении сугубо практических, жизненных задач (порой "торгово-ремесленного" толка). Перед старой начальной школой не стояла задача - дать детям систему научных знаний, развить их математическое мышление так, чтобы обеспечить самостоятельное усвоение математических наук и применение их закономерностей в производственной практике. В какой-то мере этой цели достигали программы старой гимназии, - второй ступени образования, доступной относительно немногой части населения. Именно здесь изучалась математика - алгебра, геометрия, тригонометрия, подводящая учеников к собственно математическим закономерностям. Так исторически и по вполне объяснимым социальным причинам в преподавании математики возникло резкое различие между ее "прикладным" значением в начальной школе и "теоретическим" содержанием в средней.

Программа по математике, принятая в нашей школе, в принципе сохранила это различие, хотя цель и назначение начальной школы коренным образом изменились. Наша начальная школа не является замкнутой и единственной ступенью обучения для детей всех трудящихся - в СССР осуществлено обязательное 8-летнее образование с перспективой перехода к обязательному 11-летнему школьному обучению. Каждому ребенку, обучающемуся в такой школе, нужно дать систему научных знаний по математике. Преподавание такой системы, естественно, необходимо начинать с I класса - только тогда можно последовательно и целенаправленно формировать у всех детей навыки теоретико-математического мышления, которые в век электроники и кибернетики необходимы всем участникам общественного производства. Настоящую математику нужно вводить с первых дней пребывания ребенка в школе - и лишь на этой основе обучать его всем приемам вычислений, необходимым в практике. Для этого нужно сконструировать целостную программу обучения математике с I по VIII, а затем и XI класс, которая отражала бы состояние современной математики, возрастной психологии, логики и методики.

В настоящее время целесообразны самые различные идеи относительно структуры и способов построения такой программы. К работе по ее конструированию необходимо привлечь математиков, психологов, логиков, методистов. Но во всех своих конкретных вариантах она должна, на наш взгляд, удовлетворять следующим основным требованиям:

· преодолевать существующий разрыв между содержанием математики в начальной и средней школе;

· давать систему знаний об основных закономерностях количественных отношений объективного мира; при этом свойства чисел, как особой формы выражения количества, должны стать специальным, но не основным разделом программы;

· прививать детям приемы математического мышления, а не только навыки вычислений: это предполагает построение такой системы задач, в основе которой лежит углубление в сферу зависимостей реальных величин (связь математики с физикой, химией, биологией и другими науками, изучающими конкретные величины);

· решительно упрощать всю технику вычисления, сводя до минимума ту работу, которую нельзя выполнить без соответствующих таблиц, справочников и других подсобных средств. 

В своей экспериментальной работе мы попытались сконструировать программу для I - IV классов, которая в принципе удовлетворяла бы этим требованиям. Ниже мы изложим ее основные черты (более подробно - ее первые разделы, предопределяющие последующее содержание) и некоторые результаты уже проведенного опытного обучения математике по этой программе в I - II классах.

Приступая к преподаванию математики, нужно прежде всего раскрыть детям то свойство объектов, которое является их количественной характеристикой. Что это за свойство и каким адекватным действием самого ребенка оно обнаруживается? Мы предположили, что этим действием является сравнение объектов по таким параметрам, как длина, объем, площадь, промежуток времени, тяжесть и т.д. (сравнение величин). Именно это действие вскрывает отношения "равно", "больше", "меньше" и те закономерности, которые их регулируют.

Соответственно 1-й раздел программы, рассчитанный на первое полугодие I класса (112 часов), содержал следующие темы и подтемы.

Teмa I. Сравнение величин
1. Действия по практическому уравниванию и комплектованию предметов по длине, объему, тяжести, составу и т.д.:

· выбор "такого же предмета" (дается образец) по указанному параметру из набора;

· изготовление "такого же предмета" (образец) по указанному параметру. 

Цель занятий: научить детей выделять величины и производить уравнивание - комплектование предметов по образцу (задания: "Выбери такой же...", "Сделай такой же...").

2. Сравнение вещей по выделенным параметрам и фиксация результата сравнения буквенной символикой:

· Фактическое сравнение предметов с целью определения возможности последующего уравнивания или комплектования (выяснение того, хватит ли материала для изготовления вещи по образцу). Выявление отношений "равно", "больше", "меньше".

· Запись результата сравнения вначале только знаками "=", ">" "<" (без обозначения предметов), затем знаками и рисунками сравниваемых предметов, наконец, знаками и буквами (формулы А=Б; А>Б; А<Б - буквы русские). Решение задач типа: "Сравни эти предметы (палочки, кубики, грузы и т.д.) по длине (объему, весу и т.д.). Запиши то, что узнаешь, формулой".

· Выведение по формуле отношений внутри равенства-неравенства: "Если А=Б, то Б=А; если А>Б, то Б<А" и т.п. 

Тема II. Нарушение равенства и его сохранение.
Введение действия сложения и вычитания
1. Нарушение равенства при увеличении (уменьшении) одного из его элементов.

А = Б         А = Б         А = Б         А = Б

А + е > Б     А < Б + е     А - е < Б     А > Б - е

2. Сохранение равенства путем соответствующего "уравновешивания".

А = Б                 А = Б

(А + е > Б)           (А < Б + е)

А + е = Б + е         А + е = Б + е и т.п.

3. Решение задач, в которых проявляются эти отношения.

Тема III. Приведение к равенству
1. А < Б              А > Б

А + е = Б             А - е = Б

А = Б - е             А = Б + е

("е" - равно разнице между А и Б).

2. А + е = Б          А - е = Б

А < Б                 А > Б и т.п.

3. Решение соответствующих задач (например: "В этой корзине А яблок, в этой - Б яблок. Известно, что А больше Б. Что нужно сделать, чтобы в другой корзине яблок стало столько же, сколько уже есть в этой? Запиши формулой!").

Тема IV. Зависимость между элементами
структурного равенства
А + е = Б             А - е = Б

А < Б (на е)          А > Б (на е)

А = Б - е             А = Б + е

е = Б - А             е = А - Б

Основная цель этого раздела - дать детям понятие о математическом равенстве и неравенстве, об их переходе друг в друга посредством увеличения и уменьшения. Поскольку объекты сравнения - реальные величины, то, овладевая системой указанных преобразований, дети учатся оперировать количественными характеристиками сразу в обобщенной форме, которую можно фиксировать буквенной символикой.

Эти четыре темы предшествуют знакомству с числом. Они составляют математическую пропедевтику - усвоение материала этих тем позволяет затем иначе, чем принято, строить остальной курс. Прежде чем перечислять другие темы, опишем особенности усвоения первоклассниками этой пропедевтики.

Преподавание математики по экспериментальной программе в 1961/62 учебном году осуществлялось в 1 классе школы N91 Москвы (учительница В.Т.Михина), в 1 классе школы N11 г.Тулы (учительница Т.А.Фролова), в I классе школы села Медное Калининской области (учительница А.И.Павлова) и во II классе школы N91 Москвы (учительница Е.С.Орлова).

Содержание первой подтемы (тема I) первоклассники усвоили за 6 часов. Работая с палочками, бумажными полосками, кубиками и пластилином, с водой, грузами и другим дидактическим материалом, дети научились изготавливать предметы, размер которых по заданному параметру совпадал с образцом. Эту часть программы ученики усвоили легко, хотя некоторые приемы уравнивания (например, объемов воды и пластичных тел) требуют большой сноровки и изобретательности.

Вторая подтема изучалась 14 часов. Здесь дети впервые столкнулись с записью результата сравнения. Символика вводилась по этапам. Отметим, что обозначение буквами сравниваемых объектов привело к выделению левой и правой сторон равенства (неравенства) и их особых функций (то, с чем сравнивается, и то, что сравнивается). Первоклассники (и в городе, и в сельской школе) не испытывали каких-либо особых затруднений при обозначении предметов буквами. Сравнив предметы, они записывали формулу (А=Б; А>Б; А<Б). По предложенной записи (или устно произнесенной формуле) они воспроизводили соответствующее отношение величин на предметах.

Третья подтема была наиболее характерной для начального периода - здесь нужно было научиться только по формуле находить обратное отношение величин. Вначале содержание "обращения" демонстрировалось на разных предметах. Затем ученики сохраняли или изменяли знак при изменении места элементов формулы, решая следующие упражнения:

А = Б      А > Б      А = Б      Б < А

Б...А      Б...А      Б...К      ...... и т.п.

В специальных упражнениях ученики демонстрировали на предметах содержание записанных учителем формул: "Покажите, что здесь записано (формулы А>Б; Б<А и т.п.)",- требовал учитель. Дети на разных предметах демонстрировали обратимость отношения.

Усвоение первой подтемы темы II потребовало 20 часов. Ученики без особых трудностей усвоили, что увеличение - уменьшение какой-либо стороны равенства является причиной его нарушения. Вначале они на предметах воспроизводили переход равенства в неравенство. Факт увеличения в устной речи обозначался словами: "увеличили", "добавили", "прибавили к А еще кусочек е". Затем детям объяснялось, что увеличение (уменьшение) записывается знаком "+" ("-"). Ученики быстро усвоили, что уменьшение левой части ведет к знаку "<" и увеличение - к ">". Особую задачу составила запись результата изменения правой стороны, ибо здесь ее увеличение приводит к знаку "меньше", а ее уменьшение - к знаку "больше":

А = Б            А = Б

А < Б + е        А > Б - е

При работе с дидактическим материалом трудностей не возникало, так как результат здесь обнаруживается в прямом сопоставлении сторон. Но при работе с формулами необходимы были особые упражнения, позволяющие детям путем рассуждения формулировать отношение сторон ("Уменьшили Б; оно стало меньше А; значит А стало больше; нужно ставить знак "больше").

Овладев содержанием этой темы, дети свободно решали такие упражнения:

А = Б          А = Б          A = Б

А...< Б        A...Б - е      А - е...Б и т.п.

Читались формулы так: "А равно Б; А, уменьшенное на е, меньше Б" и т.п. По соответствующей устной формулировке ученики могли записать нужную формулу.

Критерием сознательного усвоения были три момента:

· свободный переход от сравнения величин к записи формул и обратно;

· выполнение письменных и устных упражнений, в которых нужно "вставлять" пропущенные знаки или буквы, исходя из смысла количественной зависимости;

· решение задач, в которых требовалось учитывать зависимость величин. 

Отметим, что переход к работе с формулами предъявлял особые, повышенные требования к интеллекту детей и вместе с тем (как показала специальная проверка) развивал умение рассуждать (они производили относительно тонкие рассуждения, например: "Уменьшили правую сторону равенства, она стала меньше левой, значит, нужно ставить знак больше: А равно Б - А больше Б без e"). Дети успешно справлялись с заданиями. Вначале они учились рассуждать вслух, развернуто, затем шепотом и, наконец, про себя - быстро, "свернуто": взглянув на формулу с пропущенными элементами, ученики сразу отвечали, какой знак или буква здесь необходимы (так, при формулах "А=Б; А< ..." они сразу говорили: "А меньше увеличенного Б").

Вторая подтема была пройдена за 10 часов. Особое значение имело введение понятия "увеличение (уменьшение) на столько же", как основы сохранения нарушенного равенства. Освоив содержание этой темы, ученики выполняли следующие упражнения:

А = Б           А = Б            А = Б

А + к...Б + к   А...= Б - е      А - г...Б и т.п.

Особое значение имело решение задач такого тира: "На качелях - грузы А и Б одинакового веса. Груз А утяжелен на груз к. Сохранилось ли равновесие, что стало с качелями? Как записать происшедшее формулой?" Дети рисовали качели и записывали формулы "А=Б" и "A+к>Б". Следовал новый вопрос: "Что нужно сделать, чтобы качели опять приобрели равновесие (но левую сторону - не менять)? Нарисуйте. Запишите формулу. Расскажите, что нужно сделать". Дети записывали "A+к=Б+к" и отвечали: "К правой стороне нужно добавить такой же груз - к". Это одна из многих задач, которые дети решали при усвоении данной темы.

В теме III (30 часов) дети узнали новую формулу сложения и вычитания. Приводя неравенство к равенству, предварительно нужно найти разницу между А и Б, т.е. выполнить вычитание (если А<Б, то найти Б-А), а затем добавить к А эту разницу: "А+(Б-А)=Б" или вычесть ее из Б: "А=Б-(Б-А)".

Мы не вводили запись формулы сведения неравенства к равенству в таком развернутом виде - дети определяли разницу между А и Б на предметах, обозначая ее особым знаком (e; г; к и др.). Запись следовала такая:

А < Б             А > Б

А + е = Б         А - е = Б

А = Б - е         А = Б + е

На вопрос: "Что такое е?- Можно ли отнять (прибавить) любой кусочек?" - дети отвечали: "Любой нельзя. Можно разницу между А и Б; е - это разница между А и Б" (в случае необходимости они могли записать: е=Б-А или е=А-Б).

Упражнения по приведению к равенству выполнялись вначале на предметах (палочки, грузы, вода в банках и т.п.), а затем только в формулах. На этой основе ученики усвоили и "обратный" переход - от структурного равенства к неравенству - "Если А+е=Б, то А<Б" и т.п.

Овладев перечисленными отношениями величин, ученики решали самые разнообразные "практические" задачи, в которых требовалось неравенство свести к равенству и обратно; на предметах они выполняли различные действия, чтобы ответить на вопрос задачи ("Как сделать, чтобы в стакане А воды стало столько, сколько есть в Б, если А<Б"). В конце темы дети выполняли упражнения и по "нарушению - сохранению" равенства и по "сведению" неравенства к равенству.

Тема IV (32 часа) оказалась наиболее.сложной. Определение зависимостей между компонентами равенства требовало введения промежуточной формулы, которая вначале фиксировалась внешне, но затем должна была "подразумеваться" про себя ("Если A+e=Б, то А<Б; следовательно А=Б-e"). Вместе с тем именно в этой теме ученики должны были в полной мере актуализировать те знания и ту форму мысленного оперирования ими, которые приобрели в предыдущих темах. Усвоение содержания этой темы проходило через 3 этапа. Вначале дети выводили конечный результат при прямой записи промежуточной формулы. Эти отношения демонстрировались и на предметах. Затем промежуточная формула только произносилась, но не записывалась. И наконец, дети, только "подразумевая" ее, сразу указывали требуемую зависимость.

Особое внимание обращалось на определение этих зависимостей при любых буквах (А; Б; М; е; г и др.).

А - е = Б         А + е = Б          М - г = Д

А > Б             А < Б              М = Д + г

А = Б + е         е = Б - А          г = М - Д и т.д.

Приведем тексты самостоятельных контрольных работ, выполненных письменно учениками экспериментальных первых классов (13/XII 1961 г. и 27/II 1962г.), и их общие результаты (табл. 1).

	Контрольная N1

	Задание
	Требуемое решение

	1) А = Б
А...Б - е
	А = Б
А(>)Б - е

	2) А = Б
А + е...
	А = Б
А + е (>Б)

	3) А = Б
А + е...Б + е
	А = Б
А + е (=) Б + е

	4) А > Б
...= Б
А =...
	А > Б
(А - е) = Б
(А + е) = Б

	5) A < Б
A = ...
... = Б
	A < Б
A = (Б - е)
(A + е) = Б

	6) А = Б + е
А...Б
	А = Б + е
А (>) Б

	7) А + е = Б
А...Б
	А + е = Б
А(<)Б

	8) А = Б
А...> Б
	А = Б
А (+ е) > Б

	9) А > Б
А - е...Б
	А > Б
А - е (=) Б

	10) А < Б
А...= Б
	А < Б
А (+е) = Б

	11) А = Б
А < Б...
	А = Б
А < Б (+е)


	Контрольная N2

	Задание
	Требуемое решение

	1) А + е = Б
A...Б
A = ...
e = ...
	А + е = Б
А (<) Б
А = (Б - е)
е = (Б - А)

	2) А - е = Б
A...Б
A = ...
e = ...
	А - е = Б
А (>) Б
А = (Б + е)
е = (А - Б)

	3) К - г = М
...
К =...
г = ...
	К - г = М
(К > М)
К = (М + г)
г = (К - М)

	4) Б + е = Д
Б = ...
е =...
	Б + е = Д
Б = (Д - е)
е = (Д - Б)

	5) А + е = М
А =...
е =...
	А + е = М
А = (М - е)
е = (М - А)


Таблица 1

	Основные показатели выполнения заданий
	Результаты контрольной N1
	Результаты контрольной N2

	
	по всем трем классам
	по классу сельской школы
	по всем трем классам
	по классу сельской школы

	
	абс.
	%
	абс.
	%
	абс.
	%
	абс.
	%

	Количество учащихся
	91
	100
	30
	100
	92
	100
	30
	100

	Общее количество решенных примеров (113 примеров у каждого из учащихся)
	1183
	100
	390
	100
	1196
	100
	390
	100

	Количество правильных решений
	1041
	88 353
	90,5
	1074
	89,8
	348
	89,2
	

	Количество ошибочных решений
	142
	12
	37
	9,5
	122
	10,2
	42
	10,8

	Количество учащихся:
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	не сделавших ошибок
	45
	49,5
	16
	53,3
	49
	53,3
	14
	46,7

	сделавших 1 ошибку
	12
	13,2
	5
	16,7
	13
	14,2
	4
	13,3

	сделавших 2 ошибки
	11
	12,1
	4
	13,3
	11
	11,9
	6
	20,0

	сделавших 3 ошибки
	9
	9,8
	2
	6,7
	8
	8,7
	2
	6,7

	сделавших от 4 до 8 ошибок
	14
	15,4
	3
	10,0
	11
	11,9
	4
	14,3


Приведенные материалы показывают, что конкретные зависимости величин могут быть усвоены первоклассниками сразу в обобщенной форме - без чисел и до чисел, в буквенной символике. Усвоив это содержание по определенной методике, дети приобрели умение ориентироваться на исходные зависимости величин, научились опираться при решении задач на математическое равенство как средство анализа этих зависимостей. Вместе с тем они овладели сравнительно развитой формой действий во внутреннем, умственном плане.

Мы полагаем, что на этой основе можно более рационально и содержательно строить весь курс математики в начальной школе. Опишем в сжатом виде программу второго полугодия 1 класса, а также проект программы для II - IV классов.

Тема V. Введение числа. Счет. Принцип построения
числового ряда
1. Введение числа и счета на основе измерения (число выражает "отношение рассматриваемой величины к величине, принятой за единицу меры") (7, стр. 9). Решение разнообразных задач на счет при различном соотношении объектов (величин) и меры: составной объект, составная мера и т.п.

2. Числовая ось. Откладывание (по масштабу) чисел на оси (сразу вводятся числа до 22 - 25). Принцип построения числового ряда (в конкретно числовой и в буквенной форме - n -+ 1).

3. Отношения между величиной, мерой и числом (при той же величине увеличение - уменьшение меры ведет к уменьшению - увеличению числа и т.д.). Решение примеров и соответствующих задач по формулам:

        Аг = 6 (читается: величина А при мере г равна 6)

        Ае = 8

      ----------

        г (>) е

        Ак = 15

        Бк = 11

      ----------

        А (>) Б

        Ме = 3

        Дк = 3         при М < Д  и т.д.

      ----------

        е (<) к

Тема VI. Сложение и вычитание чисел
(посредством сведения неравенства к равенству).
Введение х.
Выполнение упражнений и решение задач типа: "8>5" - привести к равенству.

        8 > 5                3 < 7

        8 (-x) = 5           3 (+x) = 7

        8 = 5 (+x)         --------------

      --------------         x = (7 - 3)

        x = (3)

В обоих случаях X отыскивается вначале по таблице ("Сколько нужно прибавить к 5, чтобы было 8?" - по таблице находится 3). По этой схеме решаются примеры, позволяющие работать по таблице в пределе 10, хотя одновременно - без нахождения ответа - дети могут оперировать любыми числами. По мере работы ученики постепенно запоминают самую таблицу сложения и вычитания до 10 и обучаются устному выполнению этих действий.

Тема VII. Принцип десятичности. Нумерация до 100
(без концентра 20). Счет, сложение и вычитание в пределе 100
Тема VIII. Умножение и деление
1. Умножение - действие, позволяющее определить числовую характеристику величины через отношение мер (отношение меры, которой реально измеряют, к мере, в которой исчисляют результат). Например, если нужно узнать число яблок, проводя счет корзинами, то предварительно следует найти отношение корзины (фактическая мера) к вмещаемым яблокам (исчисляемая мера). При отношении, равном 50, формула умножения такова: 50 х Х = .... Счет фактической мерой дает х. Результат может быть найден по таблице (50х2=100) или, если ребенок ее не знает, через сложение (50+50=100).

Умножение можно выполнять вначале с любыми числами без знания таблицы, хотя и при помощи ее (ученик ищет ответ в таблице, составленной сразу до 100). Постепенно, по мере решения задач, запоминается и таблица (до 100).

2. Деление - действие, позволяющее найти неизвестное в формуле умножения. Если 5хХ=20, то х есть число фактических мер, которое находится по формуле 20:5=4. Ответ вначале также может быть найден по таблице.

Решение примеров (соответственно - задач) типа:

        Х х 3 = 18,        5 х Х = 10,

        Х = 18 : 3,        Х = 10 : 5,

        Х = 6;             Х = 2.

При изучении этих действий основное внимание детей также обращено на поиск отношения мер, на нахождение зависимостей величин, а не на само вычисление (которое, тем не менее, усваивается быстро и прочно).

Работа по экспериментальной программе, как показывает наш опыт, создает более благоприятные возможности для развития математического мышления учащихся и вместе с тем делает более рациональным усвоение самой вычислительной техники. Содержание тем V - VIII было успешно усвоено учащимися экспериментальных классов в течение февраля - мая. Правда, по ряду причин, связанных с условиями опытной работы, устные вычисления дети научились выполнять лишь в пределе 20, хотя по таблицам они производили все четыре действия уже в пределе 100. В будущем году этот пробел будет устранен.

Наблюдения за процессом обучения по экспериментальной программе показали, что дети 7 - 8 лет вполне подготовлены к ее усвоению, Было обнаружено, что в этом возрасте уровень их интеллектуального развития (способность к отвлеченному рассуждению, к последовательному выполнению умственных действий и т.п.) уже достаточно высок, поэтому они не испытывают особых затруднений, овладевая обобщенными схемами количественных отношений и буквенной формой их выражения (об этом, в частности, говорят результаты выполнения контрольных работ; см. табл. 1).

Первоклассники с интересом занимались поиском зависимостей величин, буквенными записями, решением задач. Учебника по математике у них не было, и домашние задания сводились до минимума (временами они вообще отсутствовали). Длительность урока была обычной - 45 минут.

Обучение по экспериментальной программе показывает, что возрастные психические и физические возможности первоклассников гораздо более высокие, чем это проявляется при обучении математике по обычной программе. Это создает предпосылки для изменения программы курса математики во II - IV классах. Каково должно быть основное содержание этого курса? Кратко (и предварительно) его можно сформулировать так.

Класс II:

· составление и решение уравнений первой степени с одним неизвестным;

· изучение "законов арифметики";

· вычислительная техника в пределе 1000; свойства чисел в отношении делимости. 

Класс III:

· составление и решение уравнений с двумя неизвестными (соответствующие задачи);

· переход к изучению функций (зависимость изменения одних компонентов равенства от изменения других); табличное и графическое выражение функций;

· вычислительная техника в пределе любых многозначных чисел. 

Класс IV:

· пропорции как форма функциональной зависимости;

· дроби - простые и десятичные; правила действия с ними; проценты. 

Класс V:

· переход к квадратным уравнениям;

· различные свойства чисел и т.д. 

Приведенная программа по существу является наброском особым образом интерпретированной "алгебры". Конечно, эта наметка весьма приблизительна, но смысл ее ясен: в начальной школе вполне возможно преподавать математику как науку о закономерностях количественных отношений, о зависимостях величин; техника вычислений и элементы теории чисел должны стать особым и частным разделом программы.

Наряду с работой в I классе мы проверили возможность и эффективность программы, намеченной для II класса. Предварительные результаты дают основание полагать, что она вполне доступна для второклассников, а это создает предпосылки для реализации остальных частей программы в III - IV классах.

Опыт конструирования новой программы по математике и ее экспериментальная проверка позволяют уже в настоящее время говорить о возможности введения в школу начиная с I класса систематического курса математики, дающего знания о количественных отношениях и зависимостях величин в алгебраической форме.

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1. Д.Д.ГАЛАНИН. Методика арифметики. 1-й год обучения. М., 1910.

2. П.Я.ГАЛЬПЕРИН и Л.С.ГЕОРГИЕВ. К вопросу о формировании начальных математических понятий. Сообщения I - V. "Доклады АПН РСФСР", 1960, N1, 3, 4-6.

3. Е.Г.ГОНИН. Теоретическая арифметика. М., Учпедгиз, 1959.

4. А.Н.КОЛМОГОРОВ. О профессии математика. Изд. 3, Изд-во МГУ, 1959.

5. Программы начальной школы на 1960/61 учебный год. М., Учпедгиз, 1961.

6. А.С.ПЧЕЛКО и Г.Б.ПОЛЯК. Арифметика. Учебники для I, II III, IV классов начальной школы. М., Учпедгиз, 1961.

7. В.И.СМИРНОВ. Курс высшей математики. Т. I, М., 1948.

8. Д.Б.ЭЛЬКОНИН. Психологические исследования в начальной школе, "Советская педагогика", 1961, N9.

