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В процессе работы по выявлению логико-психологических предпосылок построения математики как учебного предмета мы выделили два направления в решении этой проблемы.

С одной стороны, обнаружилась возможность изучения принципиально новых способов построения курса математики на основе понятий "отношение - структура". Работа в этом направлении связана с комплексом логических, психологических и дидактических вопросов, решение которых позволит в будущем создать учебный предмет, радикально отличающийся от ныне принятого как по содержанию, так и по образовательным задачам.

С другой стороны, еще в пределах традиционного курса математики существует ряд психологических и логических вопросов, от решения которых зависит более рациональная "компоновка" его основных разделов и более совершенное их распределение по годам обучения (например, изменение соотношения между школьной арифметикой и алгеброй). Ниже мы рассмотрим некоторые вопросы этого типа.

Проблема происхождения понятий и ее значение
для построения учебного предмета
Курс математики (без геометрии) в нашей 10-летней школе фактически разбит на три основные части: на арифметику (I - V классы), алгебру (VI - VIII классы) и элементы анализа (IX - Х классы). Что служит основанием для такого подразделения?

Конечно, каждая эта часть имеет свою особую "технологию". Так, в арифметике она связана, например, с вычислениями, производимыми над многозначными числами, в алгебре - с тождественными преобразованиями, логарифмированием, в анализе - с дифференцированием и т.д. Но каковы более глубокие основания, связанные с понятийным содержанием каждой части?

Обратимся к интересным соображениям, высказанным акад. А.Н.Колмогоровым, который писал: "Все здание школьной алгебры и весь математический анализ могут быть воздвигнуты на понятии действительного числа..." [12, стр. 10]. При этом им сделано следующее характерное примечание: "Алгебра", преподающаяся в средней школе, с ее приближенным извлечением корней, логарифмами и т.д. едва ли не в большей степени является первой главой анализа (или введения в анализ), чем собственно чистой алгебры. Если современным алгебраистам удается убедить всех в необходимости понимать слово "алгебра" в угодном им и логически вполне обоснованном, но совершенно не соответствующем школьной традиции смысле, то придется поднять вопрос о переименовании того предмета, который сейчас преподается в средней школе под названием алгебры" [12, стр. 10].

Таким образом, школьная "алгебра" - таковая лишь по названию. На самом деле нет принципиальной разницы между второй и третьей частями курса (ряд разделов "алгебры" Vl - VII классов - пропедевтика для перехода к собственно анализу). Конечно, реальное соотношение между "алгеброй" и анализом сложнее и запутаннее, но это определяется историей создания школьной математики как учебного предмета, удовлетворяющего самым различным и порой противоречивым требованиям.

Этот вопрос затрагивается в работе Я.С.Дубнова [8], который, с одной стороны, отмечал наличие в "алгебре" многих понятий, прямо подводящих учащихся к основным идеям анализа (понятия функции, предела, координат и т.д.), с другой стороны, сетовал на отсутствие органической связи между "алгеброй" и "новой математикой" (анализом). Обосновывая необходимость как можно более целенаправленной и полной реализации этой связи, Я.С.Дубнов писал: "Новая математика должна быть не пристройкой к традиционному курсу, а надстройкой над ним - надстройкой, на которую заблаговременно должен быть рассчитан фундамент всего здания. Тем самым мы подходим к проблеме пропедевтики анализа и аналитической геометрии.

Идеальной была бы такая постановка преподавания математики, при которой представлялось бы невозможным установить момент перехода старой математики в новую" [8; стр.156].

С нашей точки зрения, нужно различать два момента: наличие принципиального сходства между "алгеброй" и анализом и меру фактической реализации связи анализа со школьной "алгеброй", геометрией и тригонометрией. Второй момент в традиционных программах разработан далеко не достаточно. Однако первый момент имеет под собой твердое основание - понятие действительного числа. Примечательно следующее высказывание А.Н.Колмогорова, комментирующего позицию А.Лебега: "Прав он [Лебег] и тогда, когда утверждает, что с педагогической стороны для школы существует одна нераздельная задача - привести к возможно более ясному пониманию концепции действительного числа" [12, стр. 9 - 10].

Способы и средства решения этой "нераздельной задачи" могут быть, видимо, разными, но все они должны иметь в виду конечную цель, стоящую перед школьной "алгеброй".

Следующий вопрос касается оснований для различения школьной арифметики и алгебры (т.е. первой и второй части курса). В арифметику включают изучение натуральных чисел (целых положительных) и дробей (простых и десятичных). Однако специальный анализ показывает, что соединение этих видов чисел в одном школьном учебном предмете неправомерно.

Дело в том, что эти числа имеют разные функции: первые связаны со счетом предметов, вторые - с измерением величин. Это обстоятельство весьма важно для понимания того факта, что дробные (рациональные) числа являются лишь частным случаем действительных чисел.

С точки зрения измерения величин, как отмечает А.Н.Колмогоров, "нет столь глубокого различия между рациональными и иррациональными действительными числами. Из педагогических соображений надолго задерживаются на рациональных числах, так как их легко записать в форме дробей; однако то употребление, которое им с самого начала придается, должно было бы сразу привести к действительным числам во всей их общности" [12, стр. 7].

А.Н.Колмогоров считает оправданным как с точки зрения истории развития математики, так и по существу предложение А.Лебега переходить в обучении после натуральных чисел сразу к происхождению и логической природе действительных чисел. При этом, как отмечает А.Н.Колмогоров, "подход к построению рациональных и действительных чисел с точки зрения измерения величин нисколько не менее научен, чем, например, введение рациональных чисел в виде "пар". Для школы же он имеет несомненное преимущество" [12, стр. 9].

Таким образом, есть реальная возможпость на базе натуральных (целых) чисел сразу формировать "самое общее понятие числа" (по терминологии А.Лебега), понятие действительного числа. Но со стороны построения программы это означает не более не менее, как ликвидацию арифметики дробей в ее школьной интерпретации. Переход от целых чисел к действительным - это переход от арифметики к "алгебре", к созданию фундамента для анализа.

В школьной практике смысл этого перехода маскируется тем, что изучение дробей фактически происходит без развернутой опоры на измерение величин - дроби даются как отношения пар чисел (хотя формально важность измерения величин в методических руководствах признается). Развернутое введение дробных чисел на основе измереия величин неизбежно, как указывает А.Н.Колмогоров, приводит "к действительным числам во всей их общности". Но последнего как раз обычно и не происходит, так как учащихся долго держат на работе с рациональными числами, а тем самым задерживают их переход к "алгебре".

Иными словами, школьная алгебра начинается именно тогда, когда создаются условия для перехода от целых к действительным числам, к выражению результата измерения дробью (простой и десятичной - конечной, а затем бесконечной).

"Основной положительной педагогической идеей Лебега, - пишет А.Н.Колмогоров, - ... является возможность полного единства преподавания математики на разных ступенях обучения: одни и те же понятия, и в основном в одной и той же форме, сначала воспринимаются наглядно на примерах, потом формулируются более отчетливо, и, наконец, подвергаются тонкому логическому анализу.

В применении к действительным числам для такого единого изложения наиболее подходит точка зрения бесконечных десятичных дробей. В начальной школе учащиеся знакомятся с операцией измерения, получают из нее конечные десятичные дроби и изучают арифметические действия над десятичными дробями. На примере периодических дробей, возникающих при делении, уже забрасывается первая идея о том, что число может выражаться и бесконечной дробью. В средней школе подробнее разбирается вопрос о точности измерений, устанавливается взаимно однозначное соответствие между точками полупрямой и бесконечными десятичными дробями, формулируется общее понятие действительного числа, доказывается существование иррациональных чисел. В последнем классе средней школы или в высшей школе проводится строгое логическое изложение, следующее тем же самым общим линиям" [12, стр.14-15].

Эти линии введения действительного числа прежде всеro интересны с психолoго-дидактической стороны: здесь не только не противопоставляются, а, наоборот, генетически связываются "наглядно-действенный" и "логический" подходы к предмету одного и того же понятия. Здесь уже на первой ступени "просвечивает" содержание логического подхода, завершающего формирование понятия. Это и обеспечивает подлинное единство преподавания математики в школе.

Причем исходным может быть знакомство с операцией измерения, получение конечных десятичных дробей и изучение действий над ними. Если учащиеся уже владеют такой формой записи результата измерения, то это служит предпосылкой для "забрасывания" идеи о том, что число может выражаться и бесконечной дробью. И эту предпосылку целесообразно создавать уже в пределах начальной школы.

Если понятие дробного (рационального) числа изъять из компетенции школьной арифметики, то граница между нею и "алгеброй" пройдет по линии различия между целым и действительным числами. Именно оно "рубит" курс математики на две части. Здесь не простое различие, а принципиальный "дуализм" источников - счета и измерения.
Следуя идеям Лебега относительно "общего понятия числа", можно обеспечить полное единство преподавания математики, но лишь с момента и после ознакомления детей со счетом и целым (натуральным) числом. Конечно, сроки этого предварительного ознакомления могут быть разными (в традиционных программах для начальной школы они явно затянуты), в курс начальной арифметики можно даже вносить элементы практических измерений (что имеет место в программе), - однако все это не снимает различия оснований у арифметики и "алгебры" как учебных предметов. "Дуализм" исходных пунктов препятствует и тому, чтобы в курсе арифметики по-настоящему "приживались" разделы, связанные с измерением величин и переходом к подлинным дробям (это, по-видимому, является основной причиной "невнимательности" к идеям Лебега). Авторы программ и методисты стремятся сохранить устойчивость и "чистоту" арифметики как школьного учебного предмета. Указанное различие источников является основной причиной преподавания математики по схеме - сначала арифметика (целое число), затем "алгебра" (действительное число).

Эта схема кажется вполне естественной и незыблемой, к тому же она оправдывается многолетней практикой преподавания математики. Но есть обстоятельства, которые с логико-психологической точки зрения требуют более тщательного анализа правомерности этой жесткой схемы преподавания.

Дело в том, что при всем различии этих видов чисел они относятся именно к числам, т.е. к особой форме отображения количественных отношений. Можно выделить следующие вопросы логического характера. Во-первых, если предположить, что источники и функции целого и действительного чисел абсолютно различны, то как объяснить их принадлежность к "числовой форме"? Во-вторых, если действительное число опирается на целое (натуральное), а их источники принципиально различны, то как возможна такая "опора", такая связь? В-третьих, если существует особая "числовая форма" отображения, то нельзя ли предположить, что у нее есть свой источник, относительно независимый от "частных" видов чисел и генетически им предшествующий?

Мы склонны полагать, что принадлежность целого и действительного чисел к "числам" служит основанием для предположения о генетической производности и самих различий счета и измерения: у них есть особый и единый источник, соответствующий самой форме числа. Знание особенностей этой единой основы счета и измерения позволит более четко представить условия их происхождения, с одной стороны, и взаимосвязь - с другой.

Выявление источника формы числа предполагает специальный анализ тех задач, которые встают перед человеком и не могут быть разрешены без определения числовой характеристики того или иного объекта (эти задачи позволяют установить необходимость чисел, ответить на вопрос, зачем они нужны). В другой своей работе [4] мы подробно рассмотрели содержание этих задач и установили, что в общем виде оно связано с требованием опосредствованного уравнивания и комплектования объектов. Это требование человек может удовлетворить лишь путем предварительного выделения и своеобразного моделирования кратного отношения объекта как целого к его части (объект может быть и дискретным, и непрерывным). Поиск этого отношения, производимый человеком, является специфической операцией. Именно ее результат отображается, моделируется в форме стандартной совокупности единиц (предметных и словесных), представляющих определенное число [4, стр. 54-80].

Выделение предметов этой операции - "целого" и "части" - зависит от конкретных условий задачи и от физических и прочих свойств комплектуемых или уравниваемых объектов. Абстрактно, наперед нельзя, например, отождествлять эту часть с отдельным "элементом" совокупности (если нужно укомплектовать дискретные объекты). В условиях одной задачи этот элемент будет частью, через которую находится требуемое отношение; в условиях другой задачи физически этот же элемент основанием отношения уже не будет (таким основанием может быть теперь либо группа отдельных элементов, либо часть самого отдельного элемента и т.п.).

Однако выполнение этой операции на разных объектах и при смене одних оснований (частей) другими приводит к вычленению типологических особенностей этих объектов и характерных приемов определения их частей. Работа с дискретными объектами приобретает особую "технологию", оформляющуюся в виде счета, орудием и вместе с тем продуктом которого становится целое число. Выполнение операции на непрерывных объектах приводит к измерению и действительному числу.

Но образование различных "технологий" выполнения одной и той же исходной операции в последующем маскирует это общее основание, что в свою очередь создает видимость "дуализма" целых и действительных чисел. Владея этими понятиями, как уже вполне сложившимися и теоретически оформленными, человек абстрагируется от их источников и происхождения, и не только от "дальних", но даже от "ближайших" источников. Это, по-видимому, устойчивая закономерность процесса образования понятия и работы с ним в плане теории. Живописную характеристику такого "забвения" происхождения математических понятий дает А.Н.Колмогоров: "... У математиков существует склонность, уже владея законченной математической теорией, стыдиться ее происхождения. По сравнению с кристаллической ясностью развития теории, начиная с уже готовых ее основных понятий и допущений, кажется грязным и неприятным занятием копаться в происхождении этих основных понятий и допущений" [12, стр. 10].

При таком отношении к происхождению своих понятий теоретик (и, вероятно, для этого у него есть свои причины) абстрагируется даже от ближайших конкретных их источников, стремится работать с "готовыми", "чистыми" понятиями. И в принципе это возможно. "Все здание школьной алгебры и весь математический анализ, - пишет А.Н.Колмогоров, - могут быть воздвигнуты на понятии действительного числа без всякого упоминания об измерении конкретных величин (длин, площадей, промежутков времени и т.д.)" [12, стр. 10].

Даже установление особенностей связи действительного числа с измерением величин требует специального "копания", не говоря уже об особенностях более глубоких связей. Но необходимо ли это? Какое значение имеет знание происхождения понятий как для самой науки, так и для соответствующего учебного предмета?

Анализ показывает, что отрыв понятий от их источников в определенных условиях грозит тем, что эти понятия теряют свое реальное, материальное содержание; последнее же не проходит бесследно для исследования. Так, А.Н.Колмогоров поддерживает следующую позицию А.Лебега в этом вопросе: "...Лебег показывает, - пишет А.Н.Колмогоров, - как уже в чисто научной области забвение реального происхождения понятий может сбить с пути исследователя... Таким образом, в центре внимания на протяжении всей книги Лебега стоит борьба за возвращение математическим понятиям их первоначального материального содержания. В этой борьбе я и вижу основной интерес книги Лебега" [12, стр. 11].

Факт состоит в том, что при построении учебного предмета также наблюдается "забвение реального происхождения понятий". Авторы учебников и методик стремятся не задерживаться на источниках понятий, стремятся как можно быстрее перевести учащихся на работу с самими понятиями, благо для этого есть возможности. "...На разных ступенях обучения, - отмечает А.Н.Колмогоров, - с разной степенью смелости неизменно проявляется одна и та же тенденция: возможно скорее разделаться с введением чисел и дальше уже говорить только о числах и соотношениях между ними. Против этой тенденции и протестует Лебег" [12, стр. 10].

В чем причина такого протеста, какое значение имеет "введение чисел" (и не только чисел) для правильного построения учебного предмета? Вот как относится к тому вопросу А.Н.Колмогоров: "Дело, однако, не в отдельных дефектах, а в том, что отрыв в школьном преподавании математических понятий от их происхождения приводит к полной беспринципности и логической дефектности курса" [12, стр. 10]. Нужно сказать, что здесь ясно и остро выражена суть дела.

Конечно, учитывать происхождение понятий при построении всего учебного предмета - дело нелегкое и сложное. Оно предполагает специальный анализ материального содержания тех понятий, которые уже давно приобрели теоретическую форму, а также анализ путей и средств "трансформаций" этого содержания в подлинное понятие (напомним, какие трудности возникают при решении этих вопросов, например, в отношении целого и дробного чисел). Да и учебный предмет, конструируемый с учетом такого требования, приобретает особую структуру, отличную от традиционной, так как в нем значительное место будет принадлежать разделам, вводящим ребенка в то или иное понятие.

Но вернемся к поставленному выше вопросу о связи школьной арифметики и алгебры. Мы выдвинули предположение, что целое и действительное числа имеют общий корень, а их различия производны от особых условий работы с "числовой формой" изображения отношения целого и части. Каковы характерные особенности этого "корня" и нельзя ли знакомство детей с ними превратить в специальный раздел курса начальной математики, предшествующий изучению чисел? Конкретные ответы на эти вопросы мы постараемся сформулировать в дальнейшем изложении. Сейчас же заметим, что сама идея их постановки и поиск ответов порождены стремлением обеспечить такое введение чисел, при котором не будет "китайской стены" между целым и дробным (в перспективе - действительным) числами, а их различия не превратятся в абсолютные. Этот предшествующий раздел должен обеспечить предпосылки для изучения чисел в их органической связи и без того разрыва во времени и по способу ознакомления, который имеет место в традиционных курсах. Иными словами, речь идет о том, чтобы снять "дуализм" целых и действительных чисел, а тем самым создать условия для уменьшения разрыва между арифметикой и "алгеброй". В свою очередь это послужит подлинному единству преподавания математики на всех его ступенях, начиная с младших классов.

Если цель школьной математики - формирование у учащихся "возможно более ясного понимания концепции действительного числа", то она должна просвечивать уже при первых шагах ребенка в математике. Фундамент начальных знаний должен не противоречить этой цели (что, впрочем, зачастую наблюдается), а иметь "предварительное напряжение", рассчитанное на построение здания, реализующего эту цель. Речь идет не о том, чтобы с "цели" начинать, а о том, чтобы в своеобразной форме она диктовала основные способы развертывания всего курса школьной математики, начиная с ее "азов". Но именно при определении этих "азов" необходима специальная работа по раскрытию их материальных источников, которые, как правило, скрыты от людей, имеющих дело уже с готовыми понятиями. Именно здесь, следуя совету А.Н.Колмогорова, нельзя избегать "неприятного занятия копаться" в происхождении основных понятий и допущений.

К чему же обратиться, чтобы нащупать общий корень ветвистого дерева чисел? Мы полагаем, что прежде всего необходимо проанализировать содержание понятия величина. Правда, с этим термином сразу связывается другой - измерение. Однако правомерность подобного соединения не исключает определенной самостоятельности смысла "величины". Рассмотрение этого аспекта позволяет сделать выводы, сближающие, с одной стороны, измерение со счетом, с другой - оперирование числами с некоторыми общематематическими отношениями и закономерностями.

Итак, что такое "величина" и какой интерес она представляет для построения начальных разделов школьной математики?

Понятие величины и ее место
в курсе школьной математики
Несмотря на широкую распространенность термина "величина", среди математиков нет единодушия в признании правомерности и целесообразности его употребления как в научных целях, так и в преподавании. Так, Я.С.Дубнов писал: "В противоположность "числу" "величина" не только не стабилизировалась в преподавании, но этот термин нельзя даже считать удовлетворительно определенным". И далее: "Следует прийти к выводу, что термин "величина" отживает свой век, подобно тому как не столь давно стал исчезать из математической речи термин количество (... в общенаучной терминологии, например в философской, "количество", конечно, сохраняется)" [8, стр. 141, 142 - 143].

С фактом нестабилизированности смысла термина не считаться нельзя, но сам по себе он не может служить основанием для "аннулирования" термина. Дело, конечно, не в термине (в концe концов он может быть любым), а в лежащем за ним понятии. Из кратких соображений Я.С.Дубнова трудно выяснить, что же отживает свой век - термин из-за "нестабильности" или понятие из-за неадекватности объекту (правда, судя по косвенным замечаниям, можно думать и о последнем). По-видимому, дело здесь не только в том, что удачен или неудачен термин, а в изменении содержания того понятия, которое когда-то обозначалось как "величина". Некоторые свойства объектов, ранее непосредственно описываемые этим термином, теперь стали лишь частными моментами позднее обнаруженных, но более фундаментальных особенностей, обозначаемых и другими терминами. Старый термин может потерять смысл, но ранее фиксируемые им свойства все же остаются, теряя только свое прежнее "место". Это типичный случаи удаления новых понятий от своих реальных источников, ибо с "исчезновением" термина порой свертываются до минимума лежащие за ним представления о каких-либо свойствах объектов. С этим обстоятельством нужно считаться при выяснении происхождения и материального содержания математических понятий.

Однако все же можно не согласиться с пессимистической оценкой судьбы термина "величина", ведь он широко употребляется до сих пор в теоретической и учебной литературе (см., например, книгу А.Лебега [12] и книгу Е.Г.Гонина [2]). Что же касается подразумеваемого за ним понятия, то, на наш взгляд, нет оснований сдавать его в архив. Действительно, вот как характеризуется оно математиками:

"Величина - одно из основных математических понятий, смысл которого с развитием математики подвергался ряду обобщений", - пишет А.Н.Колмогоров [11, стр. 340].

"Эта ... теория - учение о величине - играет вряд ли не важнейшую роль в деле обоснования всей математики", - писал крупный советский математик В.Ф.Каган [9, cтр. 109].

Но, кроме того, и смысл этого понятия нельзя считать "неудовлетворительно определенным". Отчетливая характеристика величины дана А.Н.Колмогоровым [11], подробный анализ содержания этого понятия, как и его определение, дан в работах В.Ф.Кагана и других авторов. Рассмотрим вначале подход к проблеме величины, сделанный В.Ф.Каганом, поскольку он наиболее последователен и ясен.

В общем употреблении термин "величина" связан с понятиями "равно", "больше", "меньше", которые описывают самые различные качества (длину и плотность, температуру и белизну). В.Ф.Каган ставит вопрос о том, какими общими свойствами эти понятия обладают. Он показывает, что они относятся к совокупностям - множествам однородных предметов, сопоставление элементов которых позволяет применить термины "больше", "равно", "меньше" (например, к совокупностям всех прямолинейных отрезков, весов, скоростей и т.д.).

Множество предметов только тогда претворяется в величину, когда устанавливаются критерии, позволяющие установить относительно любых его элементов А и В, будет ли А равно В, больше В или меньше В. При этом для любых двух элементов А и В имеет место одно и только одно из соотношений: А=В, А>В, А<В.

Эти предложения составляют полную дизъюнкцию (по крайней мере одно имеет место, но каждое исключает все остальные).

В.Ф.Каган выделяет следующие восемь основных свойств понятий "равно", "больше", "меньше".

1) Имеет место по крайней мере одно из соотношений: А=В, А>В, А<В.

2) Если имеет место соотношение А=В, то не имеет места соотношение А<В.

3) Если имеет место соотношение А=В, то не имеет места соотношение А>В.

4) Если А=В и В=С, то А=С.

5) Если А>В и В>С, то А>С.

6) Если А<В и В<С, то А<С.

7) Равенство есть отношение обратимое: из соотношения А=В всегда следует соотношение В=А.

8) Равенство есть соотношение возвратное: каков бы ни был элемент А рассматриваемого множества, А=А.

Первые три предложения характеризуют дизъюнкцию основных соотношений "=", ">", "<". Предложения 4 - 6 - их транзитивность при любых трех элементах А, В и С. Следующие предложения 7 - 8 характеризуют только равенство - его обратимость и возвратность (или рефлексивность). Эти восемь основных положений В.Ф.Каган (вслед за С.О.Шатуновским) называет поcтулатами сравнения, на базе которых можно вывести ряд других свойств величины.

Эти выводные свойства В.Ф.Каган описывает в форме восьми теорем:

I. Соотношение А>В исключает соотношение В>А (А<В исключает В<А).

II. Если А>В, то В<А (если А<В, то В>А).

III. Если имеет место А>В, то не имеет места A<B.

IV. Если А1=А2, А2=А3,.., Аn-1=А1, то А1=Аn.

V. Если А1>А2, А2>А3,.., Аn-1>Аn, то А1>Аn.

VI. Если А1<А2, А2<А3,.., Аn-1<Аn, то А1<Аn.

VII. Если А=С и В=С, то А=В.

VIII. Если имеет место равенство или неравенство А=В, или А>В, или А<В, то оно не нарушится, когда мы один из его элементов заменим равным ему элементом (здесь имеет место соотношение типа:

если А=В и А=С, то С=В;

если А>В и А=С, то С>В и т.д.).

Постулатами сравнения и теоремами, указывает В.Ф.Каган, "исчерпываются все те свойства понятий "равно", "больше" и "меньше", которые в математике с ними связываются и находят себе применение независимо от индивидуальных свойств того множества, к элементам коего мы их в различных частных случаях применяем" [9, стр. 95].

Свойства, указанные в постулатах и теоремах, могут характеризовать не только те непосредственные особенности объектов, которые мы привыкли связывать с "равно", "больше", "меньше", но и со многими другими особенностями (например, они могут характеризовать отношение "предок - потомок"). Это позволяет встать при их описании на общую точку зрения и рассматривать, например, под углом зрения этих постулатов и теорем любые три вида отношений "альфа", "бета", "гамма" (при этом можно установить, удовлетворяют ли эти отношения постулатам и теоремам и при каких условиях).

Под таким углом зрения можно, например, рассматривать такое свойство вещей, как твердость (тверже, мягче, одинаковая твердость), последовательность событий во времени (следование, предшествование, одновременность) и т.д. Во всех этих случаях соотношения "альфа", "бета", "гамма" получают свою конкретную интерпретацию. Задача, связанная с подбором такого множества тел, которое бы имело эти отношения, а также выявление признаков, по которым можно было бы характеризовать "альфа", "бета", "гамма", - это есть задача на определение критериев сравнения в данном множестве тел (практически ее в ряде случаев решить нелегко). "Устанавливая критерии сравнения, мы претворяем множество в величину", - писал В.Ф.Каган [9, стр. 101].

Реальные объекты могут рассматриваться под углом зрения разных критериев. Так, группа людей может рассматриваться по такому критерию, как последовательность моментов рождения каждого ее члена. Другой критерий - относительное положение, которое примут головы этих людей, если их поставить рядом на одной горизонтальной плоскости. В каждом случае группа будет претворяться в величину, имеющую соответствующее наименование - возраст, рост. В практике величиной обычно обозначают как бы не самое множество элементов, а новое понятие, введенное для различения критериев сравнения (наименование величины). Так возникают понятия "объем", "вес", "электрическое напряжение" и т.д. "При этом для математика величина вполне определена, когда указаны множество элементов и критерии сравнения", - писал В.Ф.Каган [9, стр. 107].

"Итак, величиной называют всякое множество, для элементов которого установлены критерии сравнения, удовлетворяющие постулатам I - VIII" [9, стр. 101].

В качестве важнейшего примера математической величины В.Ф.Каган рассматривает натуральный ряд чисел. С точки зрения такого критерия сравнения, как положение, занимаемое числами в ряду (занимают одно место, следует за..., предшествует), этот ряд удовлетворяет постулатам и поэтому представляет собой величину.

По соответствующим критериям сравнения совокупность дробей также претворяется в величину. Правильное установление критериев сравнения для множества иррациональных чисел (для претворения его в величину) "составляет основу современного построения анализа", - пишет В.Ф.Каган [9, стр. 104].

Таково, по В.Ф.Кагану, содержание теории величины, играющей важнейшую роль в деле обоснования всей математики (добавим, что в своем очерке В.Ф.Каган доказывает внутреннюю непротиворечивость постулатов сравнения и их независимость друг от друга).

Н.Бурбаки среди трех основополагающих математических структур указывает структуру порядка. Определяющее ее отношение между двумя элементами х, у в общем случае обозначается xRy, но чаще всего выражается словами "x меньше или равно у". Это отношение подчиняется следующим аксиомам: 1) для всех x xRx; 2) из соотношений xRy, yRx следует х = у; 3) из соотношений xRy, yRz следует xRz. Такой структурой обладает, например, множество целых и множество действительных чисел, "причем здесь, - пишет Н.Бурбаки, - знак R заменяется на "больше или равно" [1, стр. 252].

Н.Бурбаки специально отмечает, что в число аксиом не включена аксиома, отражающая свойство, которое "кажется неотделимым от того понятия порядка, каким мы пользуемся в обыденной жизни: "каковы бы ни были х, у, имеет место или xRy, или yRx" [1, стр. 252].

Приведенные выше три аксиомы характеризуют все виды отношения порядка, в том числе и случай, когда элементы могут оказаться несравнимыми (например, когда Х и У означают подмножества, а XRY означает "Х содержится в Y", или когда х, y - натуральные числа, а xRy означает "x делит у", и т.д.). Но добавляя к ним четвертую аксиому, мы тем самым выделяем особый случай отношения порядка - отношение сравнимых элементов, столь часто наблюдаемое в "обыденной жизни".

То отношение, которое, согласно В.Ф.Кагану, по определенным критериям сравнения характеризует величину, является частным случаем структуры порядка.

В постулатах В.Ф.Кагана фигурируют только отношения двух элементов, фиксируемые знаками "=", ">", "<", - здесь ничего не говорится о каких-либо операциях с этими элементами. Вместе с тем в аксиоматике, данной А.Н.Колмогоровым [11], содержатся не только свойства сравнимости, но и свойства сложения-вычитания. Изложим эту аксиоматику.

Прежде всего А.Н.Колмогоров говорит о том, что с развитием математики смысл понятия величины подвергался ряду обобщений. Уже в "Началах" Евклида были описаны свойства величин, называемых теперь - для отличия от дальнейших обобщений - положительными скалярными величинами. Аксиоматика этих величин и дается в статье А.Н.Колмогорова, который отмечает, что первоначальное понятие о них является непосредственным обобщением более конкретных понятий: длины, площади, объема, веса и т.п. Каждый конкретный род величин связан с определенным способом сравнения физических тел или других объектов (например, в геометрии отрезки сравниваются при помощи наложения).

В системе всех однородных величин устанавливается отношение неравенства (или а=b, или а<b, или b<а). В случае длин, площадей, объемов и весов известно то, каким образом устанавливается смысл операции сложения. Отношение а<b и операция а+b=с обладают следующими свойствами:

Каковы бы ни были а и b, имеет место одно и только одно из трех соотношений: или а=b, или а<b, или b<a.

Если а<b и b<с, то а<с (транзитивность отношения).

Для любых двух величин а и b существует однозначно определенная величина с=а+b.

а+b=b+а (коммутативность сложения).

а+(b+с)=(а+b)+с (ассоциативность сложения).

а+b>а (монотонность сложения).

Если а>b, то существует одна и только одна величина с, для которой b+с=а (возможность вычитания).

Каковы бы ни были величина а и натуральное число n, существует такая величина b, что nb=а (возможность деления).

Каковы бы ни были величина а и b, существует такое натуральное число n, что а<nb.

Если последовательность величин а1<а2<а3<...<...<b3<b2<b1 обладает тем свойством, что для любой величины с при достаточно большом номере n

bn-аn<с,

то существует одна единственная величина х, которая больше всех аn и меньше всех bn (свойство непрерывности).

"Свойства 1-10, - пишет А.Н.Колмогоров, - и определяют полностью современное понятие системы положительных скалярных В. [величин]. Если в такой системе выбрать какую-либо величину l за единицу измерения, то все остальные В. системы однозначно представляются в виде

a="альфа"*l,

где "альфа" - положительное действительное число" [11, стр. 340].

Система всех действительных чисел обладает всеми свойствами скалярных величин, поэтому "вполне законно, - указывает А.Н.Колмогоров, - сами действительные числа назвать величинами. Это особенно принято при рассмотрении переменных величин... Логична такая точка зрения: числа, как и длины, объемы и т.п., являются частными случаями В. и, как всякие В., могут быть и переменными и постоянными" [11, стр. 341].

Сопоставление постулатов В.Ф.Кагана и свойств 1 - 2 аксиоматики А.Н.Колмогорова показывает, что в постулатах по существу систематически развернуто то, что кратко выражено в аксиоматике (прежде всего полная дизъюнкция и транзитивность отношений). Но, кроме того, аксиоматика содержит ряд других важнейших свойств величин, связанных с выполнимостью и однозначностью сложения, с его коммутативностью, ассоциативностью и монотонностью, а также с возможностью вычитания (свойства 3-7).

Примечательно, что эти свойства характеризуют именно величины (положительные скалярные), которые могут быть взяты и рассматриваемы вне и до их возможного выражения числами, т.е. с учетом этих свойств можно оперировать реальными длинами, объемами, грузами, промежутками времени и т.д. (предварительно, конечно, установив эти параметры в объектах по критериям сравнения).

Работая с величинами (отдельные их значения целесообразно фиксировать буквами), можно производить сложную систему преобразований, устанавливая зависимости их свойств, переходя от равенства к неравенству, выполняя сложение (и вычитание), причем при сложении можно руководствоваться коммутативным и ассоциативным свойствами. Так, если дано соотношение А=В, то при "решении" задач можно руководствоваться соотношением В=А. В другом случае при наличии соотношений А>В, В=С можно заключить, что А>С. Поскольку при а>b существует такое с, что а=b+с, то можно найти разность а и b (а-b=с), и т.д. Все эти преобразования можно выполнить на физических телах и других объектах, установив критерии сравнения и соответствие выделенных отношений постулатам сравнения.

Особого внимания заслуживает следующее обстоятельство: свойства 3-6 через операцию сложения характеризуют то, что Н.Бурбаки определяет как алгебраическую структуру. Действительно, отношение, дающее эту структуру, есть функция, т.е. такая связь двух элементов, которая однозначно определяет третий (закон композиции [1]). Если для любых величин а и b существует однозначно определенная величина с=а+b, то это простейший случай композиции, обладающей двумя внутренними законами - коммутативным и ассоциативным (по операции сложения; впрочем, свойство 8, вводящее умножение, позволяет говорить о композиции и по этой операции).

Таким образом, приведенная выше аксиоматика характеризует величину и по отношению порядка, и по отношению, обозначенному как функция (композиция). А это существенные общематематические отношения [1, стр.252].

Рассмотрим свойства 8-10. Понятие натурального числа начинает фигурировать лишь в аксиоме 8, которая устанавливает возможность деления. При любой величине а и натуральном числе n существует такая величина b, что nb=а. Но эту формулу можно преобразовать так, что деление из возможного станет реальным: n=a/b, где n - натуральное число. Если абстрактный смысл этой формулы сопоставить с реальным процессом нахождения отношения величин а и b, то можно заключить, что натуральное число может быть получено не только из "счета", но и посредством "деления" величин, являющегося, собственно говоря, простейшей формой их измерения.

Последнее обстоятельство для нас имеет особое значение, так как исключает чрезмерное противопоставление величины и натурального (целого) числа. Здесь существует - через цепь опосредствующих звеньев - более глубокая связь, нежели это принято думать в традиционных методиках преподавания. Особого внимания заслуживают вопросы, касающиеся оснований связи счета и измерения, связи натурального (целого) числа со свойствами величин. Особый смысл приобретает также вопрос о связи свойств дискретных множеств с теми объектами, которые в определенных условиях превращаются в величину.

Действительное число получает свое основание в положительных скалярных величинах, понятие о которых определяется всеми свойствами 1-10. Некоторые из этих свойств существенны и для натуральных чисел. Причем характерно, что натуральное, дробное (рациональное) и действительное числа сами могут быть представлены как величины (об этом говорят и В.Ф.Каган, и А.Н.Колмогоров).

Приведенные выше материалы позволяют заключить, что и натуральные, и действительные числа одинаково прочно связаны с величинами и некоторыми их существенными особенностями (свойства 1-7). Нельзя ли эти и другие свойства сделать предметом специального изучения ребенка еще до того, как вводится числовая форма описания отношения величин? Они могут послужить предпосылками для последующего развернутого введения числа и его разных видов, в частности для пропедевтики дробей, понятий координат, функции и других понятий уже в младших классах.

Что может быть содержанием этого начального раздела? Это знакомство с физическими объектами, критериями их сравнения, выделяющими величину, как предмет математического рассмотрения, знакомство со способами сравнения и знаковыми средствами фиксации его результатов, с приемами анализа общих свойств величин. Это содержание нужно развернуть в относительно подробную программу преподавания и, главное, связать ее с теми действиями ребенка, посредством которых он может этим содержанием овладеть (конечно, в соответствующей форме). Вместе с тем нужно экспериментальным, опытным путем установить, могут ли дети 7 лет усвоить эту программу и какова целесообразность ее введения для последующего преподавания математики в начальных классах в направлении сближения арифметики и начальной алгебры.

Опыт введения понятия величины в I классе
(экспериментальное исследование)
Содержание экспериментальной программы
До сих пор наши рассуждения носили теоретический характер и были направлены на выяснение математических предпосылок построения такого начального раздела курса, который знакомил бы детей с основными свойствами величин (до специального введения числа). Но в своей исследовательской работе мы уже несколько лет в экспериментальных классах организуем преподавание по соответствующей программе этого раздела. Поэтому излагаемая ниже программа составлена с учетом результатов экспериментального обучения, проводимого по тем или иным предварительным ее вариантам.

Выше мы описали основные свойства, характеризующие величины. Естественно, что детям 7 лет бессмысленно читать "лекции" относительно этих свойств. Необходимо было найти такую форму работы детей с дидактическим материалом, посредством которой они смогли бы, с одной стороны, выявить в окружающих их вещах эти свойства, с другой - научились бы фиксировать их определенной символикой и проводить элементарный математический анализ выделяемых отношений.

В этом плане программа должна содержать, во-первых, указание тех свойств предмета, которые подлежат освоению, во-вторых, описание дидактических материалов, в-третьих, - и это с психологической точки зрения главное - характеристики тех действий, посредством которых ребенок выделяет определенные свойства предмета и осваивает их. Эти "составляющие" образуют программу преподавания в собственном смысле этого слова (заметим, что обычно программу сводят к перечислению тематики, а все остальное относят к методике, - нам такое разделение кажется неправомерным, во всяком случае для нового, лишь экспериментально проверяемого содержания).

Конкретные особенности всей нашей программы и ее "составляющих" имеет смысл излагать при описании процесса самого обучения и его результатов. Здесь мы представим схему программы и ее узловые темы (краткое обоснование каждой темы и объяснение их смысла приведены ниже).

Тема I. Уравнивание и комплектование объектов
(по длине, объему, весу, составу частей и другим параметрам).
Практические задачи на уравнивание и комплектование. Выделение признаков (критериев), по которым одни и те же объекты могут быть уравнены или укомплектованы. Словесное обозначение этих признаков ("по длине", по весу" и т.д.).

Эти задачи решаются в процессе работы с дидактическим материалом (планками, грузами и т.д.) путем:

- выбора "такого же" предмета,

- воспроизведения (построения) "такого же" предмета по выделенному (указанному) параметру.

Тема II. Сравнение объектов и фиксация его результатов
формулой равенства-неравенства.
1. Задачи на сравнение объектов и знаковое обозначение результатов этого действия.

2. Словесная фиксация результатов сравнения (термины "больше", "меньше", "равно"). Письменные знаки ">", "<", "=".

3. Обозначение результата сравнения рисунком ("копирующим", а затем "отвлеченным" - линиями).

4. Обозначение сравниваемых объектов буквами. Запись результата сравнения формулами: А=Б; А<Б, А>B.

Буква как знак, фиксирующий непосредственно данное, частное значение объекта по выделенному параметру (по весу, по объему и т.д.).

5. Невозможность фиксации результата сравнения разными формулами. Выбор определенной формулы для данного результата (полная дизъюнкция отношений больше - меньше - равно).
Тема III. Свойства равенства и неравенства.
1. Обратимость и рефлексивность равенства (если А=Б, то Б=А; А=А).

2. Связь отношений "больше" и "меньше" в неравенствах при "перестановках" сравниваемых сторон (если А>Б, то Б<А и т.п.).

3. Транзитивность как свойство равенства и неравенства:

        если А=Б,         если А>Б,         если А<Б,

        а Б=В,            а Б>В,            а Б<В,

        то А=В;           тo A>B;           тo А<В.

4. Переход от работы с предметным дидактическим материалом к оценкам свойств равенства-неравенства при наличии только буквенных формул. Решение разнообразных задач, требующих знания этих свойств (например, решение задач, связанных со связью отношений типа: дано, что А>В, а В=С; узнать отношение между А и С).

Тема IV. Операция сложения (вычитания).
1. Наблюдения за изменениями объектов по тому или иному параметру (по объему, по весу, по длительности и т.д.). Изображение увеличения и уменьшения знаками "+" и "-" (плюс и минус).

2. Нарушение ранее установленного равенства при соответствующем изменении той или иной его стороны. Переход от равенства к неравенству. Запись формул типа:

        если А=Б,               если А=Б,

        то А+К>Б;               то А-К<Б.

3. Способы перехода к новому равенству (его "восстановление" по принципу: прибавление "равного" к "равным" дает "равное").

Работа с формулами типа:

        если А=Б,

        то А+К>Б,

        но А+К=Б+К.

4. Решение разнообразных задач, требующих применения операции сложения (вычитания) при переходе от равенства к неравенству и обратно.

Тема V. Переход от неравенства типа А<Б к равенству
через операцию сложения (вычитания).
1. Задачи, требующие такого перехода. Необходимость определения значения величины, на которую разнятся сравниваемые объекты. Возможность записи равенства при неизвестном конкретном значении этой величины. Способ использования х (икса).

Запись формул типа:

        если A<Б,               если А>Б,

        то A+х=Б;               то А-x=B.

2. Определение значения х. Подстановка этого значения в формулу (знакомство со скобками). Формулы типа

        А<Б,

        А+х=Б,

        х=Б-А,

        А+(Б-А)=Б.

3. Решение задач (в том числе и "сюжетно-текстовых"), требующих выполнения указанных операций.

Тема Vl. Сложение-вычитание равенств-неравенств. Подстановка.
1. Сложение-вычитание равенств-неравенств:

        если А=Б        если А>В         если А>В

        и М=D,          и К>Е,           и Б=Г,

        тo A+M=Б+D;     то А+К>В+E;      то А+-Б>В+-Г.

2. Возможность представления значения величины суммой нескольких значений. Подстановка типа:

        А=Б,

        Б=Е+К+М,

        А=E+К+М.

3. Решение разнообразных задач, требующих учета свойств отношений, с которыми дети познакомились в процессе работы (многие задачи требуют одновременного учета нескольких свойств, сообразительности при оценке смысла формул; описание задач и решения приведены ниже).

Такова программа, рассчитанная на 3,5 - 4 мес. первого полугодия. Как показывает опыт экспериментального обучения, при правильном планировании уроков, при усовершенствовании методики преподавания и удачном выборе дидактических пособий весь изложенный в программе материал может быть полноценно усвоен детьми за более короткий срок (за 3 месяца).

Как строится наша программа дальше? Прежде всего дети знакомятся со способом получения числа, выражающим отношение какого-либо объекта как целого (той же величины, представленной непрерывным или дискретным объектом) к его части. Само это отношение и его конкретное значение изображается формулой А/К=n, где n - любое целое число, чаще всего выражающее отношение с точностью до "единицы" (лишь при специальном подборе материала или при сосчитывании лишь "качественно" отдельных вещей можно получить абсолютно точное целое число). Дети с самого начала "вынуждены" иметь в виду, что при измерении или сосчитывании может получиться остаток, наличие которого нужно специально оговаривать. Это первая ступенька к последующей работе с дробным числом.

При такой форме получения числа нетрудно подвести детей к описанию объекта формулой типа А=5k (если отношение было равно "5"). Вместе с первой формулой она открывает возможности для специального изучения зависимостей между объектом, основанием (мерой) и результатом счета (измерения), что также служит пропедевтикой для перехода к дробным числам (в частности, для понимания основного свойства дроби).

Другая линия развертывания программы, реализуемая уже в I классе, - это перенесение на числа (целые) основных свойств величины (дизъюнкции равенства-неравенства, транзитивности, обратимости) и операции сложения (коммутативности, ассоциативности, монотонности, возможности вычитания). В частности, работая на числовом луче, дети могут быстро претворить последовательность чисел в величину (например, отчетливо оценивать их транзитивность, выполняя записи типа 3<5<8, одновременно связывая отношения "меньше-больше": 5<8, но 5<3, и т.д.).

Знакомство с некоторыми так сказать "структурными" особенностями равенства позволяет детям иначе подойти к связи сложения и вычитания. Так, при переходе от неравенства к равенству выполняются следующие преобразования: 7<11; 7+х=11; x=11-7; х=4. В другом случае дети складывают и вычитают элементы равенств и неравенств, выполняя при этом работу, связанную с устными вычислениями. Например, дано 8+1=6+3 и 4>2; найти отношение между левой и правой частями формулы при 8+1-4...6+3-2; в случае неравенства привести это выражение к равенству (вначале нужно поставить знак "меньше", а затем приплюсовать к левой части "двойку").

Таким образом, обращение с числовым рядом как с величиной позволяет по новому формировать сами навыки сложения-вычитания (а затем умножения-деления).

Сопоставим схему программы с математическими характеристиками величины. Конечно, непосредственного, прямого соответствия здесь не будет, так как форма выражения этих характеристик подчиняется требованиям "большой" теории, аксиоматики, программа же решает ряд специфических задач психологического и дидактического типа, связанных с построением учебного предмета, тем более его начального раздела.

Основная задача этого раздела состояла в том, чтобы на основе действий с предметным дидактическим материалом ребенок мог выделить для себя такие параметры объектов, которые обладают тремя определенными отношениями. Ребенок должен был получить и освоить приемы выделения этих параметров при работе с физическими объектами и знаковые средства первичного математического описания отношений (буквенная символика, знаки - формулы). Через ряд промежуточных этапов дети строят особый, математический "предмет" и приступают к изучению его свойств (этот предмет выступает в виде абстрактно представленных равенств-неравенств). Таково содержание и цели I - II тем.

Тема III знакомит детей уже с собственными свойствами величин внутри определенной системы их изображения (формулы равенства-неравенства). При этом дети все больше "отрываются" от наблюдения отношений на предметном материале и переходят в план словесно-логических оценок (построения типа "если, если..., тo...").

В теме IV дети учатся наблюдать изменения конкретных значений величин, сопоставлять новые значения со старыми, обозначать результаты этого сопоставления как "увеличение" и "уменьшение", записывать их знаками "+" и "-", увязывать со свойствами равенства-неравенства, переходить от одного к другому посредством операции сложения-вычитания.

Тема V подводит детей к выявлению того обстоятельства, что неравенство величин может быть "снято" путем определения конкретного значения, на которое они различаются. Это сталкивает учащихся с простейшей формой уравнения. Здесь же углубляются представления о связи операций сложения-вычитания.

Тема VI синтезирует предыдущие, раскрывает возможность замены конкретного значения величины суммой нескольких слагаемых, возможность замены одной внешней формы выражения величины другой (подстановки) и т.д. Все это создает предпосылки для знакомства с коммутативным и ассоциативным свойствами сложения.

Это сопоставление позволяет думать, что наша программа в своеобразной форме, определяемой психологическими и дидактическими задачами, содержит сведения об основных свойствах величин, указанных математической аксиоматикой.

Вместе с тем опыт построения этой программы подводит нас к конкретным проблемам проецирования научных знаний в плоскость учебного предмета, но именно подводит, ибо эти проблемы требуют дальнейшего экспериментального и теоретического изучения. В частности, встает вопрос о том, как наиболее адекватно ввести ребенка в область "сравнимых элементов", чтобы эту область он мог по определенным признакам и объединять и отличать от области "несравнимых элементов", выделяя отношение порядка и правильно соотнося его со структурой, задаваемой, например, операцией сложения. Этот вопрос прямо касается способов построения начального раздела математики как учебного предмета, если иметь в виду, что именно в "недрах" этого раздела создается самая общая ориентировка ребенка в математической стороне действительности.

Организация обучения по экспериментальной программе
Особенность нашего исследования состоит в том, что сама программа со всеми своими "составляющими" создавалась на основе и в процессе специально организованного экспериментального обучения. При этом возникали вопросы, связанные с психологическими и дидактическими предпосылками построения новой программы, - мы стремились их решать в каждом следующем учебном году, когда новые экспериментальные классы работали по новым же вариантам программы. Особое внимание уделялось выяснению системы работы самorо ребенка в процессе усвоения учебного материала, а также созданию исследовательских методик, позволяющих устанавливать меру и уровень такого усвоения, возможности дальнейшего "применения" полученных знаний и, главное, особенности мыслительной деятельности учащихся как в ходе учебной работы, так и при решении разнообразных "тестовых" заданий (в классах и индивидуально).

Обучение по первому варианту программы прошло в одном I классе школы N91 Москвы в 1960/61 учебном году (учительница Е.С.Орлова). В следующем, 1961/62 учебном году по измененному варианту программы работу вели уже четыре первых класса (школа N91 - учительница В.Т.Михина; два класса школы N11 г.Тулы - учителя Т.А.Фролова и М.А.Большаков; школа села Медное, Калининской обл., - учительница А.И.Павлова). В это время прежний экспериментальный I класс работал по особой программе второго года обучения. В течение этого года были уточнены многие частные темы программы, распределение учебного времени, выяснены основные трудности в работе как учеников, так и учителя. С учетом этих моментов были составлены подробные поурочные конспекты для всего I класса.

В 1962/63 учебном году на основе этих разработок обучение проводилось в четырех классах (школа N91 - А.А.Кирюшкина; школа N11 - А.П.Путилина; школа села Медное - М.И.Демьяненко; базовая школа педагогического училища г.Торжка, Калининской обл., - Т.Б.Пустынская). В 1963/64 учебном году работали пять классов (два в школе N91 - Т.Г.Пильщикова и В.А.Введенская; школа N786 Москвы - Г.Г.Микулина; школа N11 - В.П.Полякова; школа села Медное - 3.Н.Немыгина). И, наконец, в 1964/65 учебном году - три класса (два в школе N91 - Е.С.Орлова и Г.В.Чернышева; школа N11 - O.П.Филатова).

Таким образом, за пять лет экспериментальное обучение по нашей программе для I класса прошло в 17 классах как городских (Москва, Тула, Торжок), так и сельской школ (Медное).

Во всех классах преподавание вели учителя начальной школы большинство из них имело среднее педагогическое образование (некоторые - высшее). Стаж работы - от 3 до 15 лет. Как правило, это были квалифицированные педагоги, хорошо знающие традиционную программу и методику и "привыкающие" к новым требованиям в ходе самой экспериментальной работы.

Контингент учащихся этих классов был обычным, в них без какого-либо отбора поступали дети, живущие в микрорайоне школы (число учащихся в разных классах колебалось от 32 до 40 человек).

Исследовательские задачи заключались в том, чтобы проследить особенности усвоения программного материала и складывающихся при этом форм умственной деятельности. Эти задачи решались несколькими путями:

· систематическим наблюдением за работой учителя и учащихся на уроках;

· путем анализа результатов выполнения учащимися ежедневных классных работ, отраженных в учебных тетрадях;

· путем анализа результатов выполнения особых контрольных работ;

· специальной индивидуальной проверкой знаний учащихся по отдельным темам программы, а также проверкой уровня и характера их умственной деятельности. 

Наблюдения на уроках и анализ ежедневного выполнения заданий позволяли вскрывать динамику текущей работы детей и учителя, знание которой является по существу основным материалом для характеристики процесса усвоения. Специальные контрольные работы строились так, чтобы не только выявить полноту усвоения материала, но и меру его осознанности, понимания. В этих работах наряду с ранее известными видами упражнений встречались задания, в которых знакомые детям математические отношения впервые выражались в необычной форме. Выполнение этих заданий требовало действительного понимания учебного материала, ориентации в ситуациях, связанных со следствиями известных отношений. В некоторых случаях учащиеся получали особо трудные задания, чтобы по особенностям их выполнения можно было судить о "потолке" понимания ими существа дела.

Особое место занимало индивидуальное обследование состояния знаний и особенностей умственной деятельности учащихся. Оно имело две формы:

· выполнение ребенком трудных заданий, основное содержание которых совпадало с пройденным в классе материалом; здесь проверялись конкретные особенности ориентировки учащихся в математических заданиях (эти моменты трудно фиксировать при фронтальном выполнении контрольных работ);

· выполнение особой системы упражнений, прямо не связанных с пройденным учебным материалом, но по выполнению которых можно было судить об уровне и характере внутреннего (умственного) плана действий каждого учащегося. (Конкретные особенности проверочных упражнений и заданий тесно связаны с самим учебным материалом, поэтому они будут описаны по ходу изложения результатов работы по экспериментальной программе.) 

В ходе пятилетнего исследования собран значительный экспериментальный материал (частично он опубликован в нашей работе [5], а также в статьях учителей Т.А.Фроловой [14] и А.А.Кирюшкиной [10]). В процессе обучения и изучения его результатов выявлялись их наиболее характерные черты, типичные для разных классов. Именно эти черты мы и будем прежде всего описывать (естественно, что при этом нецелесообразно говорить о деталях, связанных с особенностями того или иного класса). Вместе с тем наряду с суммарными данными мы специально проследим результаты преподавания в двух-трех классах, в которых проводились особенно тщательные наблюдения и исследования.

Особенности и результаты обучения
по экспериментальной программе
Описание имеющихся данных мы проведем согласно тем "ступенькам", которые были узловыми в преподавании, выделяя при этом усвоение учебного материала внутри каждой темы.

Тема I (уравнивание и комплектование объектов по различным параметрам)
Еще до прихода в школу дети в своей повседневной жизни сталкивались с практическими задачами на уравнивание вещей по разным физическим параметрам (в основном по длине, объему и весу). Так, дома или в детском саду они чертили карандашом линии одинаковой длины, вырезали из бумаги кружки одного диаметра (площадь), лепили из мокрого песка, глины или пластилина одинаковые "куличики" (уравнивание по объему). Многие дети еще до школы знакомы со взвешиванием, так как наблюдали за работой продавцов. В той или иной форме (подбор кубиков, аппликация и т.д.) дети сталкивались и с задачей комплектования вещей по образцу.

Наши наблюдения показали, что большинство городских и сельских детей не только знакомо с этими практическими задачами, но уже владеет некоторыми общими способами уравнения вещей по длине, объему, весу, по составу частей (например, наложение образца полоски на материал; прикладывание ребра кубика к куску пластилина как прием уравнения по объему и т.д.). Многие дети знают слова "длина", "вес", "величина" (в смысле объема) и, конечно, слова "больше", "меньше" с аналогичными соотношениями "длиннее-короче", "тяжелее-легче" и т.д. Таким образом, к 6-7 годам дети, как правило, умеют практически ориентироваться в некоторых величинах, выделяют и обозначают словами соотношения типа "больше-меньше", руководствуются этим соотношением при решении задач, связанных с уравниванием и комплектованием объектов.

Цель I темы (6 часов) состояла в том, чтобы выявить и, главное, систематизировать представления детей о способах уравнивания, научить детей быстро и правильно связывать некоторые термины с такими параметрами, как длина, объем, тяжесть и т.д.

Вначале перед детьми ставилась задача отобрать из имеющихся предметов "такой же" предмет (дается образец) по длине, по объему, по цвету. Образец мог отличаться от других предметов какими-либо свойствами (например, при выборе по длине он мог отличаться по цвету, материалу и т.д.). Оказалось, что почти половина детей первоначально стремится найти и выбрать предметы, одинаковые с образцами не только по указанному признаку, но и по другим. Например, если указывалась длина, то дети стремились найти предмет, сходный с образцом и по цвету, и по материалу, и по другим свойствам. Эти дети, конечно, практически умели ориентироваться на тот или иной отдельный признак, но еще не могли на основе словесного указания абстрагировать его от других свойств, не указанных в задании (некоторые дети с этим справились).

Но, выполняя специальные задания, все дети быстро научились выбирать предметы по одному из указанных признаков. Причем один и тот же предмет (например, бумажная полоска) мог быть основанием для выбора разных предметов (одних - по длине, других - по цвету и т.д.). В ходе такой работы дети упражнялись в умении накладывать один предмет на другой (выбор по длине), прикладывать ребра кубиков (при их выборе по объему) и т.д.

В следующих заданиях нужно было не просто выбрать, а сделать новый предмет, совпадающий с образцом по указанному признаку (задача на уравнивание). Работая с бумажными полосками, с тонкими палочками, кубиками и пластилином, с водой и грузами, дети учились правильно выполнять задания, требующие, например, уравнивания кусочка пластилина с кубиком по объему (объем дети чаще всего называют "величиной"), бумажной полоски с палочкой по длине, одного груза с другим по весу и т.д. Особые упражнения вводились для того, чтобы дети познакомились с "изготовлением" какого-либо предмета из составляющих его частей. Внимание детей специально обращалось на то, что вещи можно уравнивать по самым разным признакам (звуки, например, можно уравнивать по их длительности и громкости).

Ясно, что подобное уравнивание осуществлялось на основе самых простых практических приемов в пределах прямого чувственного различения (на глаз, на слух). В некоторых случаях (уравнивание по длине, по весу) совпадение с образцом было относительно точным, в других случаях (изготовление кубика из пластилина) детям трудно было "подогнать" продукт к образцу с желаемой точностью, и они хорошо видели возможность дальнейшего уточнения, хотя и не умели выполнить его практически. Характерно, что многие дети схватывали момент условности в таком уравнивании, его приблизительность. Более того, некоторые дети прямо говорили, что на глаз "все равно точно не сделаешь", что это "может сделать машина, да и то не всякая" (высказывания Димы К., Толи В. и др.). Однако некоторые дети оценивали результаты уравнивания категорически и "абсолютно" ("Я же сделал такую палочку..."), если не видели практической возможности дальнейших улучшений. Замечая различия или "предчувствуя" возможное отклонение изделия от образца, они соглашались с учителем относительно принципиальной возможности провести "доводку" изделия ("Только уж очень точно делать надо - я постараюсь..." - высказывание Нади Д., московская школа).

Учителя указывали детям, что проводимое ими уравнивание приблизительное, что возможно отклонение от образца, что его нужно делать как можно более незаметным. Важно отметить, что дети понимали это "ограничение", вносящее определенную условность в суждение о том, что полученный предмет равен образцу ("Можно сказать, что кубик такой же по объему - ведь малюсенькое там не так..." - соображение Жени Т., медненская школа). Вместе с тем часть детей (в общем около трети в каждом классе) при прямом вопросе: "А может быть здесь есть разница? Посмотри внимательно!" - стремилась не только найти ее, но и "снять". Если же дети этого различия не замечали или, замечая его, не могли сделать уточнения, то они колебались в возможности признать равенство изделия и образца ("He знаю... может быть и одинаковые..." - высказывание Любы В., московская школа; "Должны быть одинаковыми..., а как они... не знаю" - высказывание Вани О., московская школа).

Рассмотрение отношений равенства-неравенства на предметных дидактических пособиях предполагает, что ученики могут "развести" непосредственно наблюдаемые свойства пособий и некоторые теоретические допущения при рассуждении об этих свойствах. Этот момент требует специального дальнейшего изучения, так как интересен с точки зрения становления у ребенка теоретического суждения и соответствующего ему плана особой условности и допущений в противовес непосредственному наблюдению.

Опыт работы всех экспериментальных классов показывает, что усвоение содержания темы I (в пределах, указанных в нашей программе) каких-либо затруднений у детей не вызывает. После 5-6 уроков почти все учащиеся умеют выбрать и сделать - в пределах практического допуска - "такой же" предмет по заданному образцу. Одну и ту же вещь дети могут использовать в качестве разных образцов, если им указываются разные ее параметры. К этому времени все дети отчетливо и быстро соотносят термины "длина", "объем" и т.п. с соответствующими сторонами вещей.

Тема II (сравнение; буквенные формулы
равенства-неравенства)
Уравнивание и комплектование - это практические действия, результатом которых являются новые вещи (планка, равная образцу по длине; груз, равный другому по весу, и т.д.). Сравнение же объектов по тому или иному признаку - это теоретическое действие. Его результат - знание о конкретном типе соотношения объектов. На его основе можно предусмотреть план практических действий.

Тема II знакомит детей со сравнением объектов по указанным параметрам с выделением трех видов отношений и с записью результатов сравнения буквенной формулой. Вначале детям ставилась такая задача - определить, подойдет ли материал (полоски, палочки и т.д.) для того, чтобы уравнять его с образцом. В одних случаях они находили, что материал подойдет - и, более того, что с ним "ничего не надо делать", так как он "уже такой же, как и палочка" (т.е. образец). В других случаях материал не подходил: он был "короче", "меньше".

Результаты сравнения словесно формулировались обычно так: "Эта планочка по длине равна этой" (показываются планочки); "В левой кружке воды меньше, чем в правой" и т.д. Некоторые дети проводили такое деление: "Эти - равны, а эти - не равны". Учитель "поддерживал" такие ответы, но тут же требовал уточнения: что еще можно сказать? Ученики быстро находили ответ (длиннее, легче и т.д.).

Учитель предлагал учащимся задание: "Посмотрите вокруг себя - найдите предметы, которые будут равны (или не равны) по какому-нибудь признаку" (этот термин дети понимали хорошо). Некоторые учащиеся могли показать на окна классной комнаты: "Они равны по размеру" (имеется в виду площадь). Другие показывали карандаши: "Красный карандаш длиннее синего". Примеров и ответов здесь, как правило, было много.

В это время слова "больше-меньше" относились чаще всего только к оценке объема. В других случаях употреблялись прямые, качественные характеристики: толще - тоньше, длиннее - короче, тяжелее - легче и т.д. Необходима была специальная работа по "сведению" всех этих характеристик к абстрактному определению "больше-меньше". Она проводилась несколькими этапами и постепенно.

Вначале дети самостоятельно устанавливали признаки, по которым можно сравнивать те или иные предметы. Приведем выдержку из протокола урока от 8/IХ 1963 г. (московский класс), на котором проходила эта работа. Учитель показывает детям две гири (они разного цвета - черная и белая) и спрашивает, по каким признакам их можно сравнивать.

Ученики. Их можно сравнить по весу (показывают на весы), по высоте, по донышку (они имеют в виду размер - площадь основания).

Учитель. Что же можно сказать?

Ученики. Они не равны (по весу, высоте).

Учитель. Точнее как можно это выразить?

Ученики. Черная гиря тяжелее, выше, больше, толще белой.

Учитель. Что это значит - тяжелее? Черная гиря меньше белой по весу?

Ученики. (Смеются.) Нет, не меньше, а тяжелее... больше по весу.

Учитель. Белая гиря легче - как еще про это можно сказать?

Ученики. (Поднимает руки около половины класса.) Белая гиря меньше, легче по весу, чем черная.

Аналогичная работа при наводящих вопросах учителя проводится и по отношению к другим признакам. Вместе с учителем дети устанавливают, что "тяжелее" - это больше по весу, "длиннее" - это больше по длине ("высоте", "росту"), "тверже" - это больше по твердости и т.д. (соответственно для "меньше"). При этом учитель ставит перед детьми различные задания, требующие учета таких "перешифровок".

Учащимся далее специально указывается на то, что слова "длиннее", "тяжелее" сами по себе говорят о признаках, которые сравниваются (получив соответствующие задания с этими словами, дети находят нужные предметы). Если же говорить "больше-меньше", то надо еще дополнительно отмечать, по какому признаку выполнилось сравнение (по весу, по площади и т.д.).

Заключительным этапом этой работы было выяснение того, что если можно найти признак, по которому предметы сравниваются, то они будут либо равными, либо неравными. Это можно записать особыми знаками "=" и "не равно". Но последний знак сам может быть уточнен - при неравенстве один предмет меньше или больше другого (по найденному признаку). Для этого есть свои знаки "<" и ">". Дети учились записывать результат сравнения всеми этими знаками. Выполняли они и "обратные" задания - по написанным знакам (">" или "<") подбирали самые различные предметы, сравнение которых удовлетворяет указанным отношениям, - кубики и кружечки (по объему), квадраты и треугольники (по площади), бруски (по вecy). (Мы упоминаем работу с дидактическим материалом; фактически же как здесь, так и в дальнейшем постоянно ставились задания, требующие выявления указанных отношений среди реальных объектов, среди бытовых вещей и т.д.).

При этом возникла своеобразная задача - отношение необходимо было определять по особому правилу "слева направо" ("Этот меньше этого" - слева направо). Для 5 - 7 детей (из 32 - 37 в каждом классе) требовались специальные указания учителя и выполнение ряда особых упражнений, чтобы они усвоили "направление" сравнения. Остальные учащиеся твердо усваивали этот момент после одного-двух разъяснений.

В теме I, как говорилось выше, наряду с уравниванием выполнялись задания и на комплектование. Это практическое действие также имеет свой теоретический аналог в особой форме сравнения, которая показывалась детям и имела большое значение при последующем переходе к числу. Поскольку эта форма сравнения весьма своеобразна, а оценка его результатов необычна, мы считаем необходимым сделать отступление от изложения процесса обучения и дать кратко характеристику такому сравнению.

Представим себе, что группе учеников необходимо выдать по карандашу (это - задача на комплектование, где образец комплекта есть "ученик с карандашом"). Предварительно нужно oопределить, каково соотношение между группой учеников и группой имеющихся карандашей, т.е. узнать хватит ли последних.

Это задача на сравнение. Способ ее решения (без числа) известен: каждый карандаш по порядку сопоставляется с отдельным учеником; устанавливается "одно-однозначное соответствие" (рис.1). Возможны три варианта ответа: группы равны, учеников больше, чем карандашей, и учеников меньше, чем карандашей. Перед сопоставлением был указан его критерий (каждый отдельный карандаш сопоставляется с отдельным учеником - таково требование, вытекающее из образца). Как видим, группы "объектов" были претворены в величину (см. определение В.Ф.Кагана).

Рис.1. Сравнение предметных совокупностей (комплект-образец "Ученик с карандашом").

Этот случай сравнения характерен тем, что критерием берется сопоставление физически отдельного предмета с физически столь же отдельным предметом. Однако при этом упускают из виду следующий важный момент: в действительности при решении практических задач человеку приходится комплектовать (а предварительно и сопоставлять - сравнивать) предметы по самым различным критериям причем сопоставление отдельностей является лишь частным случаем (понятие "комплект", собственно, и фиксирует этот момент). На физически отдельный предмет одной сопоставляемой совокупности может приходиться (соответствовать) целая группа предметов другой совокупности. Конкретно это определяется практической ситуацией и особенностями комплекта, который как образец диктует критерий сопоставления. Видимо, в силу сугубой и частной конкретности этих критериев они не приобрели обобщающего признака и поэтому не получили того "единого" параметра, который присутствует в "признанных величинах" и который получает свое особое наименование - "по длине", "по твердости" и т.п. (см. соображения В.Ф.Кагана относительно образования этих наименований [9, стр. 106]).

Приведем такой пример сравнения элементов условных совокупностей (рис.2). Дан образец-комплект (а) и составляющие его "части" (совокупности "толстых" и "тонких" брусков, b и с). Необходимо сопоставить группы "частей" по тому критерию, который заключен в образце ("толстому" бруску соответствует группа "тонких"). Сопоставление (d) позволяет судить о том, что, во-первых, совокупности неравны, во-вторых, левая больше правой (по заданному критерию).

Рис.2. Сравнение предметных совокупностей по критерию, заданному "составным элементом":

a - комплект-образец; b и c - части комплекта (их положение до сопоставления);
d - сравнение частей и его результат.

Нарушен ли здесь принцип "одно-однозначного соответствия"? Нет, не нарушен, ибо сам способ сопоставления, само действие по указанному критерию "оформляло" в абстрактные элементы группы физически отдельных предметов (на рисунке это показано скобками). Но нельзя отождествлять "отдельный" элемент, образуемый в действии по определенному критерию, со всякой физической отдельной вещью вообще.

Таким образом, совокупности дискретных объектов по тому или иному критерию, вытекающему из особенностей образца-комплекта, могут быть претворены в величину. При этом следует подчеркнуть, что это будет величина особого рода, не тождественная с теми хорошо известными физическими величинами, которые таковыми обычно и называют.

В теме II были задания, которые требовали от учащихся сравнения предметных совокупностей, причем во многих случаях сопоставлялись "групповые элементы" (это вытекало из особенностей образца-комплекта). Все задания с сопоставлением отдельных предметов выполнялись быстро и почти безошибочно. Дети уверенно расставляли предметы в вертикальные "колонки" (форма расположения указывалась учителем) и, сопоставив горизонтально расположенные предметы, формулировали ответ словесно или записывали его знаком (равно, больше, меньше).

Затруднения у многих детей вызвали задания с "групповыми элементами". Так, предлагалось для постройки "домика" отобрать "кирпичи" - на каждый "домик" идет большой кубик и несколько маленьких (рис.3, a). Нужно разобрать имеющийся материал для каждого домика и сравнить группы кубиков (слово "группа" хорошо понималось детьми и употреблялось ими). Получив задание, многие дети раскладывали кубики один к одному (рис.3, б); оказывалось, что больших кубиков меньше маленьких. Но часть детей раскладывала их правильно и получала равенство (рис.3, в). Учитель "сталкивал" эти мнения, вместе с учащимися выяснял причины расхождения результатов, обращал внимание на образец. Затем он демонстрировал классу выполнение аналогичного задания (дети следили за ним). При этом с одними и теми же наборами предметов (например, кубиками), но при разных образцах получались разные результаты при сравнении групп. Это еще и еще раз демонстрировало детям то обстоятельство, что при таком сравнении нужно всегда знать и помнить, для чего мы "отбираем" предметы и на что надо "смотреть" или что нужно "помнить", чтобы правильно сравнивать.

Рис.3. Схемы неправильного (б) и правильного (в) использования критерия, заданного комплектом-образцом (а).

Нужно отметить, что определение самих отношений равенства-неравенства при правильно разложенных "групповых элементах" уже особых затруднений не вызывало. Вопрос, сопровождающий задание, обычно ставился так: "Что можно сказать про левую и правую группы, если нам нужно узнать, хватит или не хватит таких материалов ("кирпичей", "мячей" и т.п.) для...?" (Здесь следовало описание комплекта.) Дети, как правило, правильно отвечали: "Хватит - левая и правая группа равны", "Не хватит - слева больше". При этом в левой группе отдельных элементов могло быть меньше, чем в правой, - сравнение же шло по указанному критерию.

Новые трудности некоторые дети испытывали в своеобразных конфликтных ситуациях. Так, на 12-м уроке учительница Г.Г.Микулина (московский класс) предложила детям следующее задание. На доске нарисованы кружки. Их в таком же порядке надо было срисовать в тетрадь и, сравнив по указанному комплекту (рис.4, а), записать результат. Многие дети, правильно работая по данному критерию (маленькая кружечка подбирается к большой), записали знак равенства. Но часть детей уверенно поставила знак неравенства и, объясняя его смысл, уточнила знаком "меньше". Обоснование следующее: "Ведь слева в кружки меньше войдет... вправо больше, значит, и знак меньше" (соображение Сережи Р.).

Рис.4. Схемы "столкновения" критериев сравнения:

a - комплект-образец; b и c - сравниваемые совокупности. При сравнении по объему b

Таким образом, эти дети сравнивали кружки по объему, а не по комплекту. У них "победил" критерий более простой и привычный. На этом примере учительница показала учащимся возможность сравнения одних и тех же предметов по разным признакам, подчеркнула важность точного их знания при работе (следующие "конфликтные" задания все дети выполнили правильно).

На первый взгляд эти задания кажутся искусственными и ненужными. Мы встречались с подобным мнением. Но, с нашей точки зрения, это проявление того нежелания "копаться" в источниках математических допущений, о котором говорил А.Н.Колмогоров и которое, к сожалению, еще встречается. Конечно, человек, уже владеющий абстракцией, несущей в себе определенные допущения, уже привычно работающий с помощью чисел (да еще умеющий их делить), эти задачи "щелкает как орехи". Но ребенок этим не владеет - ему все это нужно вывести. При этом ему необходимо показывать различие между непосредственными особенностями вещей и подходом к ним со стороны математических заданий.

Так, суть математического задания при смене критериев сравнения не меняется. И именно этот момент надо раскрыть ребенку, демонстрируя возможность смены критериев на одних и тех же объектах. При этом обнаруживается, что, хотя конкретный вид отношения может быть другим (равенство заменяется неравенством), само действие сравнения сохраняется, подчиняя себе непосредственные, привычные оценки (группа определяется как большая", хотя по "составу" отдельных элементов она уступает "меньшей" и т.п.). К тому же выполнение подобных заданий расшатывает оценку отношений объектов с точки зрения одного абстрактно-иллюстративного частного случая, когда "одно-однозначное" соответствие заранее отождествляется с непосредственным соответствием отдельных вещей.

Сами учащиеся с удовольствием и интересом выполняли задания со сменой критериев сравнения (как на дискретных, так и на непрерывных объектах). В классе Е.С.Орловой (сентябрь 1964 г.) эта работа проходила особенно оживленно; дети с интересом выполняли "острые" задания, умело дискуссировали относительно причин изменения вида отношения при сравнении. Они научились тонко ориентироваться на указанные или подразумеваемые критерии (опираясь на образец), что дало себя знать при выполнении трудных контрольных работ. Во втором же полугодии при переходе к числу эти дети фактически не встречали затруднений при оценке числовой характеристики объекта с точки зрения любого и меняющегося основания счета (особенно при "составном" основании). Эти данные позволяют полагать, что у наших детей с самого начала было "подорвано" непосредственное отношение к отдельному предмету как абсолютному кирпичику для построения математических моделей.

Одним из основных пунктов темы II является изображение отношений формулами. Переход к нему осуществляется через две промежуточные стадии: через "копирующий" рисунок и "отвлеченное" изображение линиями.

На 9-10-м уроках учитель предлагает детям выполнить задания на объектах, нарисованных на доске (рисунки кружек, кубиков, различных "частей" для комплектования, вроде "велосипеда" и "колес" к нему). Эти рисунки заменяют реальные предметы, они похожи на них. Правда, здесь уже много схематизма: кубик может изображаться квадратом, т.е. лишь одной его гранью. Дети делают соответствующие рисунки в тетрадях, находят отношения их "объектов", ставят знаки.

Этот способ работы позволяет детям отвлекаться от непосредственной, вещественной "фактуры" сравниваемых объектов и более отчетливо выделить в них критерии сравнения. Учителю же облегчается подбор заданий, поскольку рисунком можно показать самые разнообразные объекты. Сама по себе работа с рисунками особых трудностей не вызывает - дети переносили сюда приемы, применявшиеся при сравнении предметов (рис.5).

Рис.5. Изображение результата сравнения копирующим рисунком
(тетрадь ученицы московского I класса Оли У.).

Вместе с тем на этой стадии особенно рельефно проступает условный характер связи отношения равенства, фиксированного суждением и знаком, с его изображением на рисунке, поскольку отрезки, квадратики, кружки равны лишь весьма приблизительно (тем более что дети обычно рисуют вкривь и вкось). В сентябре 1962 г. мы проверяли отношение самих детей к этому обстоятельству. Каждому ученику московского класса (всего в нем было 32 чел.) в индивидуальной беседе указывалось на большую или меньшую неточность в изображении равенства рисунком. В ответ 21 человек сразу сослался на знак ("У меня же знак равенства стоит, значит, они (квадраты) равны" - ответ Тани 3.). Остальные 11 человек стали "уточнять" рисунок, пытаясь довести его элементы до возможно меньшего различия. Затем 8 учеников также сослались на знак (причем у четверых он записан не был), три ученика сочли само уточненное изображение достаточно "убедительным" для демонстрации равенства предметов.

Таким образом, большинство детей этого класса (как, впрочем, и других) ориентировалось в основном на суждение о равенстве и на его знак, а не на изображение этого равенства рисунком (последний является здесь собственно символом). В первых вариантах программы после этой стадии сразу следовал переход к буквенной символике. Внешне он происходил благополучно, однако, как показала специальная проверка, многие дети затем с трудом "истолковывали" смысл буквенных обозначений. Поэтому в последующие годы между "копирующим" рисунком и буквенной формулой была включена еще одна стадия работы - изображение результата сравнения предметов по любым критериям соотношением линий.
Необходимость обращения к этому средству возникала на предыдущей стадии, когда - из-за "неизобразительности" - нельзя было показать рисунком результаты сравнения грузов (по весу) или звуков (по громкости). Тогда учитель, опираясь на словесные определения отношений, выделенных учениками ("тяжелее" - больше; "громче" - больше и т.д.), показывал, что эти результаты можно "записать" линиями. При этом соотношение линий по длине должно соответствовать выделенному отношению объектов по тому или иному параметру (по весу, громкости).

Приведем выдержку из протокола урока в I классе тульской школы (учительница В.П.Полякова).

Учитель. Слева гиря тяжелее... (показывает на весы). Как это же самое можно сказать по-другому?

Толя С. Она (гиря) по весу... весит больше другой.

Нина К. Справа гиря меньше весит.

Учитель. Правильно. По виду гири как бы одинаковые, а вес разный. Как бы нам это записать - и гири отметить и то, что мы узнали... Запишем наш результат линиями - вот я буду их проводить - слева для левой гири, справа для правой. Сделаю их по длине равными: ведь гири по весу одна меньше другой...

Ученики. (Многие сразу поднимают руки; раздается гул удивления.) Нельзя так: ведь гири по весу не равны, а на доске линии одинаковой длины. Нельзя равными их рисовать.

Учитель. Так как же быть? Линиями я могу показать, какие гири, или не могу?

Ученики. Можете! Только не так!

Учитель. А как же? Кто сможет?

Ученики. (Поднимается несколько рук - человек 10 - 12 из 34.)

Учитель. (Вызывает трех учеников к доске.) Каждый сделает так, как считает нужным. Остальные рисуют самостоятельно в тетрадях.

Ученики выполняют задание (рисунки правильно выражают отношение), затем вместе с классом обсуждают результат.

На этом уроке затем изображались линиями отношения "больше", "равно" по весу, все три отношения при сравнении по объему, по длительности произнесения звука, по составу комплектуемых групп.

Учителя предлагали детям и "обратные" задания: по линиям, нарисованным на доске, подобрать любые предметы, сравнение которых дает этот результат. При обсуждении возможных здесь ошибок дети снова и снова сталкивались с тем, что при записи результата линиями важно только их отношение по длине - такое же, какое получено при сравнении. В тетрадях у детей появлялись серии рисунков, сделанных к тому же разноцветными карандашами; при записи результата одного и того же сравнения у разных детей эти линии сами имели разные "размеры". Учителя в это время применяли следующий прием: они показывали классу тетради, в которых, естественно, линии попарно имели разную длину. Ставился вопрос: "Одинаковая ли это запись или нет?" Начиналось обсуждение - дети устанавливали, что эти "записи" одинаковые, так как каждая пара линий правильно показывает результат сравнения, что это "про одно и то же". Аналогичные "столкновения" смысла записи и ее внешнего вида производились несколько раз (рис.6, а).

Рис.6. Изображение результата сравнения соотношением линий, кругов, квадратов:
а) сравнение по объему (каждая пара линий по смыслу тождественна другим);
б) сравнение звуков по громкости и длительности произнесения.

Через несколько уроков учащиеся получали неожиданное задание - записать результат сравнения каких-либо детей по росту не линиями, а кругами. Можно ли это сделать? Многие дети ответили утвердительно и самостоятельно выполнили эту запись в тетради или на доске; как правило, соотношение кругов по площади соответствовало результату. Учитель показывал детям, что тот же предмет можно записать еще квадратиками, треугольниками, - важно только, чтобы их соотношение по "размеру" (площади) было таким же, что и при сравнении. Эта работа вызывала у детей большой интерес. Особенно живо они воспринимали задания, когда, например, результат сравнения звуков по громкости можно было записать любыми средствами, кроме "привычных" линий. Ученики использовали круги, треугольники и квадраты, соотношение площадей которых правильно изображало отношение звуков по громкости или длительности (рис.6, б). Большинство детей правильно объясняло смысл своих записей, связь между сравниваемыми предметами и их изображениями, а также их различие во всем, кроме "больше-меньше".

Таким образом, в этот период вводились средства записи, физические характеристики которых не имели ничего общего с характеристиками сравниваемых объектов (квадратами записывалась громкость звука и т.п.). Возможность такой записи определяется только изоморфизмом самих отношений равенства-неравенства, которые при подобных "перевоплощениях", собственно, и выделяются в чистом виде, превращаются в особый предмет дальнейших действий.

Для детей эта стадия работы имела большое значение. Во-первых, для них была понятной и оправданной сама возможность такого изображения "всего во всем". Во-вторых, теперь многие из них при интерпретации отношения, заданного знаком, стремились не только к подбору каких-либо реальных предметов (палочек, кубиков), но и к "быстрому" изображению отношения условным рисунком в тетради (проводятся линии, набрасываются квадратики - при соответствии указанному знаку). Для детей главным становится само отношение, его тип, а не предметы, в которых оно может проявляться.

На этой основе вводилась новая форма записи - буквенная (15-16-й уроки). Прямому введению буквенных формул на этих уроках предшествовала подготовительная работа, смысл которой состоял в том, чтобы детям были ясны два момента:

· результаты сравнения по одному и тому же признаку можно записывать разными "значками" (линиями, квадратиками, кружками и знаками),

· эти значки говорят о том, каковы вес, объем, твердость и другие признаки данного предмета по сравнению (именно по сравнению) с весом, объемом, твердостью другого или других предметов. Эти моменты обычно отрабатывались на примерах записи результатов сравнения металлической гирьки и деревянного бруска (гирька была тяжелее, но меньше по объему). 

Учитель давал детям "свободу" в выборе значков, а затем, демонстрируя тетради, показывал, что у разных детей разные значки (у одних - линии, у других - круги и т.п.). Конечно, "так можно", но лучше выбрать значок, одинаковый и постоянный для всех, - таким значком, говорит учитель, люди выбрали букву. Если сравниваются: например, гирька и брусок по весу, то вес этой гирьки можно обозначить буквой А, вес же бруска - буквой Б (учитель записывает на доске А, Б). Но эти буквы одинакового "размера", этим они отличаются от других значков, например квадратиков. Как же быть? Как прочитать эту запись, если известно, что вес гирьки больше веса бруска? Вес гирьки - А, вес бруска - Б, - учитель таким способом подводил учащихся к цели, и значительная часть детей могла найти выход; дети вначале устно формулировали ответ: "Вес гирьки - это А, он больше веса бруска - Б".

Вместе с детьми учитель устанавливал, что в записи не достает знака "больше", который тут же и ставился - получалась формула А>Б. Эта запись снова расшифровывалась - дети поочередно объясняют ее смысл: "Вес гирьки, он А, он больше Б, веса брусочка". Учитель заменяет эту пару сравниваемых предметов другой - новые гирька и брусок, сохраняя прежнее отношение между собой, отличаются от старых размерами и цветами.

Учитель. Какой результат сравнения этих предметов по весу мы получили?

Ученики. Опять гирька по весу тяжелее брусочка.

Учитель. Вы теперь знаете новый значок для записи результата сравнения. Ну-ка, попытайтесь работать с помощью этого значка. Как записать вес этой гирьки? Вес брусочка? Запишем.

Ученики. Буквой А и буквой Б (вместе с учителем записывают в тетрадях А...Б).

Учитель. Эта запись уже про все нам говорит?

Ученики. Нет! Здесь про вес... а нужно еще про результат...

Учитель. Что же нам известно про этот результат? Как его записать здесь, когда у нас есть буквы? Попытайтесь сделать это самостоятельно.

Многие ученики, опираясь на предыдущую запись, ставят знак правильно - между буквами: А>Б; но некоторые дети ставят его строчкой ниже, хотя смысл записи объясняют правильно.

Учитель проверяет работу, еще раз показывает правила записи, место для знаков, спрашивает относительно смысла формулы, ее отдельных значков.

Учитель. Читается, ребята, это так: А больше Б. Но что такое А, что такое Б? Про что говорит нам эта запись?

Ученики. Запись говорит - мы сравнивали гирьку и брусок по весу: вес гирьки - это А; вес бруска - это Б. По весу гирька больше бруска. Вес гирьки больше веса брусочка. Записано: А больше Б.

Учитель мог заменить эту пару предметов новой и опять сравнивать по весу, но теперь гирька может быть легче бруска - записывалась и расшифровывалась формула А<Б.

Затем эти же предметы могли быть сравниваемы по другому параметру - по объему. При этом учитель специально подчеркивал, что предметы те же, а признак, по которому они сравниваются, меняется. Вначале вместе с учителем дети в устной форме находят, что по объему гирька меньше брусочка.

Учитель. Раньше этот результат вы записывали так - левая линеечка короче правой (показывает). Но теперь мы знаем другой значок - букву. Если мы объем этой гирьки обозначим буквой А, то как можно обозначить объем брусочка?

Ученики. Буквой Б (впрочем, некоторые дети начинают проявлять инициативу и предлагают другую букву - Г, Д, Ж).

Учитель. Хорошо. Запишите так: А...Б. Что такое А; что такое Б?

Ученики отвечают правильно.

Учитель. Но можно вес брусочка обозначить и другой буквой - здесь уже предлагали букву Д. Запишем пониже: А...Д. Сделали?

Ученики. Нет знака (ставят знак в обеих формулах: А<Б; А<Д).

Далее учитель опрашивает учеников - выясняет с ними смысл формул, устанавливает, что эти формулы говорят про одно и то же: объем гирьки меньше объема брусочка (А меньше Б; А меньше Д). При этом учитель постоянно обращает внимание детей на то, что буквы "говорят" о признаке, по которому происходит сравнение: в одном случае - о весе этой гирьки, в другом - о ее объеме (твердости, высоте и т.д.). Но сами по себе буквы результата сравнения не записывают - нужен связывающий их знак. И лишь вся формула (этот термин давался детям сразу) говорит об этом результате, о том, каков вес, объем, длина - этого предмета по сравнению с весом, объемом, длиной другого.

В течение нескольких уроков, вводя все новые и новые параметры (громкость и длительность звуков, площадь фигур и реальных предметов, сила удара, состав предметных групп для комплектования), учитель при небольшом наборе букв - А, Б, В, Д - приучал детей к новой форме записи. Во многих заданиях дети, получив формулу, например А=В, должны были подобрать любые предметы. Сравнение которых по какому-либо признаку дает этот результат. Вот выдержка из протокола урока от 21/IХ 1964 г. (московский класс; учительница Е.С.Орлова).

Учитель. Покажите свои предметы. Миша, ты показываешь два новеньких карандашика. Почему же ты выбрал такие карандашики, а не такие (берет с парты ученика карандаши разной длины).

Миша В. Такие нельзя - на доске в формуле сказано, что у нас равенство: А равно ведь В. Я взял и сравнил карандаши - и тот по длине равен этому (показывает).

Учитель. Хорошо. О чем говорят тебе буквы А и В?

Миша В. Они говорят о том, что карандаши равны.

Учитель. Об этом говорят буквы? Они сами - вот А и вот В говорят о равенстве?

Ученики поднимают руки. В классе оживление.

Учитель. Пока мы не будем ему помогать! Думай.

Миша В. (после небольшой паузы). Буквы говорят мне о длине карандашей - этого и этого.

Учитель. И все? Если буквы говорят о длине, то я беру карандаш такой длины - это А, и карандаш такой длины - это В: получила А меньше В.

Ученики. Так нельзя брать, тогда другая формула.

Миша В. У нас равенство - знак равенства стоит. Нужно брать карандаши равной длины, тогда правильно.

Учитель. Так что же говорит о самом равенстве?

Ученики. Знак, который стоит между буквами - вся формула.

Учитель. Я меняю знак в моей формуле - теперь записано А меньше В. Покажите на предметах, что это значит.

Дети находят соответствующие предметы; учитель выясняет основания для выбора - смысл букв, знаков, всей формулы; отметим, что дети показывают предметы, сравниваемые по разным параметрам, в частности, некоторые дети демонстрируют неравенство предметных групп по выбранному критерию.

Особая серия заданий, выполняемых в игровой форме, вводилась для того, чтобы подвести детей к идее того "набора" формул, посредством которого можно выразить все возможные отношения. Учитель, комментируя работу самих учащихся, показывал, что при всех различиях предметов, сравниваемых, например, по длине (здесь и полоски бумаги, и карандаши, и сами дети - при сравнении по росту и т.д.), и при всей разнице длин предметов одного "названия" (например, бумажных полосок) получается либо равенство, либо неравенство, а последнее дает либо "больше", либо "меньше". Поэтому, какие бы предметы ни сравнивались, получаются формулы: либо А=Б, либо А не равно Б. Неравенство уточняется либо как А>Б, либо как А<Б. К этой сетке формул, записанной в тетрадях, дети относили результаты любых частных сопоставлений; на специальном уроке учащиеся под руководством учителя "изощрялись" в выборе предметов, которые можно как-либо сравнивать, и результат сравнения всегда укладывается в одну из этих формул.

В процессе такой работы (кстати, вызывающей у детей большой интерес) учитель вместе с тем требовал отчета о том, какой признак обозначается буквой при соотнесении с нею результата сравнения. Этот момент имеет особое значение, так как дети фактически сталкивались с тем, что к одним и тем же формулам относятся результаты сравнения по длине, по объему, по весу, по силе, но буквы каждый раз говорят о длине, о силе, о весе этих предметов, а не о самих предметах.

Требование "конкретизации общего", с нашей точки зрения, было очень важным как для работы со "смыслом" формулы, так и для правильного увязывания буквы (знака) с ее объектом - конкретным, частным значением той или иной величины. Как уже отмечалось выше, обучение по этой теме мы стремились строить так, чтобы для самих; детей буква (во всяком случае на первом этапе) выступала как обозначение веса, объема, длины и всякого иного параметра данного предмета при сравнении с весом, объемом и длиной другого предмета. Буква выступала здесь в своеобразной функции общего знака для любого конкретного значения выделяемого параметра. Поскольку дети фактически выводили формулы при сопоставлении предметов по любым частным значениям этих параметров, а заданные формулы подобным же образом дети могли самостоятельно иллюстрировать, у нас есть основания полагать, что они использовали букву именно в этой функции.

На заключительных уроках темы II особое внимание учитель уделял закреплению у детей представления о том, что результат каждого данного сравнения может быть выражен одной и только одной формулой из трех возможных и входящих в установленный "набор". Эта работа обычно проходила в виде "столкновения" разных формул, относимых к результатам одного сравнения. При этом проводилось обсуждение, устанавливающее неправомерность "двойной" или "тройной" записи и выбирающее "правильную" формулу.

Второй вопрос, рассматриваемый на этих уроках, касался довольно тонкого пункта: возможности применения разных букв и пределов такого разнообразия. Прежде всего учитель в ряде случаев не указывал, какие буквы следовало бы употреблять при записи результата сравнения. Ученики по собственной инициативе выбирали буквы. Учитель записывал на доске разные варианты: А>Д; Б>В, Ж>К и т.д., обсуждал вместе с детьми вопрос о том, одинаковые эти формулы или различные. Дети, как правило, самостоятельно устанавливали факт тождественности этих формул, ссылаясь на два момента: во всех случаях стоит знак "больше" и все формулы говорят об одном и том же результате.

Вместе с тем на ряде примеров учитель показывал, что при сравнении по разным признакам лучше употреблять разные буквы, чтобы на этом уроке знать, к чему какая формула относится (хотя на следующем уроке все это теряло смысл, так как те же буквы употреблялись в других ситуациях и т.д.).

Укажем еще один своеобразный момент. На первых порах некоторые дети (их, как правило, было в каждом классе немного) записывали результат сравнения буквами разных размеров, т.е. переносили сюда принцип моделирования предметными значками. Учитель показывал, что в формуле это делать излишне, так как все равно отношение указывается знаком неравенства. На некоторых уроках детям показывались формулы, буквы которых различались по "размерам", но со смыслом, противоположным знаку (например, А<в). Предлагалось подобрать соответствующие предметные иллюстрации; выполняя задание, дети опирались здесь на знак. Учитель же еще раз показывал, что "размер" самих букв может быть любым, - важен смысл формулы, записанной знаком и обозначающий сравнение "каких-либо" предметов (это выражение стало "обиходным" и для самих учащихся).

Работа по теме II (на нее уходило 14 - 16 уроков) имеет первостепенное значение для развертывания всего начального раздела математики, так как по существу связана с построением в деятельности ребенка особого предмета - системы отношений, выделяющих величины как основу дальнейших математических преобразований. Буквенные формулы, заменяющие ряд предварительных способов записи, впервые превращают эти отношения в абстракцию, ибо сами буквы обозначают любые конкретные значения любых конкретных величин, а вся формула - любые, возможные отношения равенства или неравенства этих значений. Теперь, опираясь на формулы, можно изучать собственные свойства выделенных отношений, превращая их в особый предмет анализа.

Учитывая важное место тем I - II во всем курсе математики, мы специально проверяли уровень и глубину усвоения детьми их содержания. Ниже мы приводим типичные результаты одной такой индивидуальной проверки, проведенной в двадцатых числах сентября 1963 г. в 1 классе школы 786 Москвы (учительница Г.Г.Микулина). Детям предлагалось выполнить три задания, позволяющих судить, с одной стороны, об усвоении приемов сравнения объектов (в частности, сравнения совокупностей предметов), с другой - о понимании связи между результатами сравнения и способами их записи. Приводим эти задания (отдельные их части указаны ниже арабскими цифрами и буквами).

3адание I. Ученику показывается "домик", сложенный из одного большого и двух маленьких кубиков (рис.7, а). На столе лежат еще 4 больших и 6 маленьких кубиков. Экспериментатор показывает, что из этих кубиков можно сделать по образцу новые "домики". После этого ученику дается задание:

1) "Разбери эти кубики так, чтобы можно было узнать, хватит ли друг для друга больших и маленьких кубиков, если мы хотим сделать вот такие же домики". Ученик должен соответствующим образом расставить кубики (например, так, как показано на рис.7).

2) "Хватает ли кубиков друг для друга, чтобы сделать вот такие "домики"? Ученик должен ответить на вопрос.

3) "Каких кубиков не хватает?" (По смыслу задания не хватает маленьких кубиков.) Правильный ответ ученика должен вытекать из понимания смысла и условий задания.

4) "Каким знаком можно записать результат сравнения этой и этой группы кубиков (показывается группа маленьких и группа больших кубиков)? Правильный ответ состоит в следующем: "Знаком меньше" - и в его записи.

5) "Почему ты записываешь этот знак?" Ученик должен обосновать свое решение, сославшись на то, что при заданном образце именно маленьких кубиков не хватает для постройки.

Рис.7. Схемы работы учащихся по сравнению совокупностей кубиков:
а - комплект-образец;
b и с - части комплекта (их первоначальное положение);
d - сравнение частей и его результат.

3адание II. 1) Перед учеником стоят две кружки, доверху наполненные водой (слева - 0,5 л, справа - 0,25 л). Задание: "Сравни воду в кружках по объему и результат сравнения изобрази линиями". Ученик должен начертить две линии, левая из которых длиннее правой.

2) Перед учеником лежат два кубика (слева - большой, справа - маленький): а) "Сравни эти кубики по объему". Ученик сравнивает кубики, можно ли результат сравнения изобразить линиями?" Следует ответ. б) "Но нужно ли снова рисовать линии? Можно ли использовать те, которые уже есть? Почему?" Ученик должен сослаться на возможность использования имеющихся линий для записи результата сравнения новых предметов.

3адание III. Ученику даются две гирьки (слева - 50 г, справа - 100 г).

1) "Сравни эти гирьки но весу, запиши результат сравнения формулой. Эту гирьку (50 г) обозначь буквой А, эту - Б". Ученик должен записать формулу А<Б.

2) "Можно ли буквы А и Б заменить какими-либо другими буквами?" Следует ответ. "Какими? Запиши!" Ученик записывает формулу с другими буквами.

3) "У тебя теперь формула А<Б и формула... (буквы могут быть разными). Одинаковые или разные эти формулы?" Ученик должен дать ответ, исходя из смысла задания.

4) "Почему (одинаковые, разные)?" Ученик должен дать обоснование своего ответа, опираясь на знак и его предметное содержание.

Задание I предполагает умение сопоставлять части комплектуемого предмета ("домика"), устанавливать их соответствие (т.е. сравнивать) с точки зрения требований образца. При этом необходимо отвлечься от такого наглядного момента ситуации, как "отдельные элементы" групп. В задании II проверялось умение записывать результат сравнения линиями и умение использовать соотношение наличных линий для записи результата сравнения других предметов, если оба результата тождественны по смыслу. В задании III устанавливалось понимание детьми условий тождественного смысла буквенных формул, если они фиксировали результат одного и того же предметного отношения.

Приведем вначале протокол опыта с ученицей Ларисой С. (от 25 сентября 1963 г.), содержание которого типично для многих других опытов (в них участвовали все 38 учеников). Поскольку вопросы экспериментатора приведены при описании задания, мы не повторяем их (даны только их номера). Здесь даются только ответы и действия испытуемых, а также дополнительные указания экспериментатора.

3адание I
1. Начала строить "домики", но тут же прекратила и после небольшой паузы разложила кубики так, что около двух маленьких лежал один большой: "Вот так можно..."

2. "Нет... не хватает... здесь лишний (показывает на большой кубик)".

3. "Этот лишний - не хватает маленьких".

4. "Знаком? (Пауза.) Здесь знак неравенства!" (Экспер.: "Точнее".) "Знак меньше" (записывает).

5. "Этот кубик лишний, а этих (маленьких) для домика не хватает. Больших больше, нужен знак меньше".

Задание II
1. Проводит две линии - левая длиннее правой.

2(a). "Можно линиями" (пытается чертить).

2(б). Пауза. Начала проводить новые линии, но тут же остановилась: "Линиями можно - одна больше другой, как здесь" (Экспер.: "Почему же ты их не провела?") "Вот так можно (показывает на ранее проведенные линии). У нас уже есть так".

3адание III
1. Сразу пишет формулу А<Б.

2. "Заменить? Гирьки?" (Экспер.: "Нет - гирьки те же, а замени буквы".)

"Можно. Я заменю сейчас (пишет Я<П)".

3. "Буквы разные... Это одинаковые формулы".

4. "И тут, и тут (показывает формулы) знаки одинаковые". (Экспер.: "Точнее как сказать?")

Пауза "Буквами (показывает вначале первую, затем вторую формулы) вес гирек записывали... Гирьки те же самые - и формулы одинаковые".

Материалы этого протокола показывают, что ученица понимала обращенные к ней вопросы и представляла связь формул со сравниваемыми предметами. Эта испытуемая выполняла задания правильно и вполне самостоятельно.

Конечно, не все учащиеся действовали столь же четко и безошибочно. Некоторым нужна была помощь экспериментатора либо в форме наводящего вопроса, либо в виде наводящего указания. Отдельные испытуемые не могли выполнить тех или иных частных заданий даже после такой помощи.

При выполнении части 1 задания I из 38 испытуемых 11 нуждались в помощи экспериментатора, чтобы разложить группы кубиков по рядам. Причем эти испытуемые вначале пытались строить "домики" и таким путем сопоставить группы. Это им запрещалось. Лишь с последующей помощью экспериментатора они классифицировали кубики сообразно заданию. Части 2 и 3 этого задания испытуемые выполнили самостоятельно, т.е. сразу ответили, что кубиков не хватает, именно маленьких. Самой ответственной была четвертая часть задания, когда требовалось выявить и обозначить конкретным знаком отношение неравенства. Это задание выполнили 36 человек из 38. Несмотря на явное "преобладание" маленьких кубиков, эти дети, как и требовалось по смыслу задания, отвечали, что маленьких кубиков меньше. При этом 34 человека правильно обосновали свое заключение (двоим потребовался наводящий вопрос).

Части 1 и 2-я задания II выполнены всеми испытуемыми. Они быстро и самостоятельно изобразили линиями отношение объемов воды и объемов кубиков. Более трудной оказалась последняя часть задания. Здесь нужно было установить возможность использования уже имеющихся линий для описания нового результата. Эту возможность самостоятельно установили 30 человек, с помощью указания 4 человека. Четверо испытуемых сочли необходимым провести новые линии.

Наиболее трудным оказалось задание III (особенно его части - 3 и 4). Все 38 испытуемых смогли заменить буквы в предыдущей формуле (из них 35 самостоятельно; см. задание III, п. 2). Но лишь 32 ученика установили после этого тождественность формул: 23 самостоятельно и 9 человек c помощью наводящих вопросов и указаний. Не смогли установить тождества формул 6 человек. Обосновать вывод о тождественности формул смогли 30 человек, из них 28 самостоятельно (задание III, п.4).

Эти данные, а также протоколы опытов показывают, что большинство учащихся хорошо усвоило приемы записи результатов сравнения буквенными формулами, понимало смысл этих формул и их связь с содержанием предметных отношений.

Тема III (свойства равенства-неравенства)
После того как дети познакомились с буквенными формулами, можно было переходить к выяснению свойств отношений, выраженных в виде абстрактных равенства-неравенства. Первое из них - обратимость равенства (20 - 21-й уроки). Учитель еще раз демонстрировал способ записи результата сравнения: слева направо (А=Б и соответствующее расположение сравниваемых предметов). Но тут же он менял предметы местами (красная палочка, длина которой обозначалась А, стала теперь справа, а синяя - слева). Дети отмечали, во-первых, сам факт перестановки, во-вторых, что результат сравнения при этом не изменился, осталось равенство, которое записывается так: Б=М.

Затем на новых предметах и при сравнении их по различным признакам дети вместе с учителем вновь и вновь устанавливали, что при изменении положения сравниваемых предметов, дающих равенство, внешний вид формулы меняется, но смысл ее остается тем же самым. Учитель делал вывод: "Если А равно Б, то Б равно А". Дети записывали эти формулы и обводили рамкой.

Далее выполнялись серии упражнений. Например, по формуле В=Д дети подбирали предметные иллюстрации. Затем учитель записывал новую формулу Д=В и задавал вопрос: "Какие новые палочки (кубики и т.д.) нужно взять, чтобы объяснить эту формулу?" Ответ чаще всего был правильным: "Новые палочки брать не нужно: они у нас уже есть, их только надо поменять местами". Дети расставляли предметы сообразно второй формуле.

Следующий тип упражнений был связан с "заполнением" формулы соответствующими буквами и знаками. Так, на доске были записаны, например, такие формулы:

        К=Г            А=Б             В=Д

        Г...К          Б...К           Д=...

(на месте точек, исходя из смысла задачи, нужно поставить пропущенные буквы и знаки; во второй паре формул, где фигурирует буква К, нельзя ставить с полной уверенностью, так как неизвестно соотношение А и К). Переписывая эти формулы в тетради, дети вставляют нужные элементы. Во втором случае многие дети "мнутся", спрашивают относительно того, нет ли в самой записи ошибки - вместо А написано К и т.д. Но некоторые дети твердо ставят знак "=", правда, при объяснении "стихийно" заменяя "К" на "А". Воспользовавшись этим, учитель объясняет способ работы с этими формулами, а затем предлагает серию подобных же упражнений.

Чтобы раскрыть детям смысл рефлексивности, учитель использовал такой прием. Планка, длина которой обозначалась, например, буквой В, приставлялась к доске и сев длины мелом делалась "копия" (аналогичную работу дети выполнили в тетрадях). Отмечалось, что длина линии на доске (или в тетради) также может быть обозначена буквой В, так как именно с этой длины она была получена. Если все это записать формулой, то получится В=В. Учитель мог при этом сказать, что длина палочки равна самой себе, добавляя, что здесь палочка по длине равна своей пени, сделанной на доске или в тетради.

Подобная же работа проводилась и относительно площади фигур (здесь также можно было получить "копии"). Но на этом моменте учителя обычно долго не задерживаются, так как мы не могли предложить им более или менее приемлемого варианта организации работы с этим свойством. Правда, формальные упражнения выполнялись почти безошибочно. В формулах типа А...А, Б...Б дети ставили знак "равно", а в формулах ...=А, В=... ставили соответствующие буквы.

Дальнейшая работа заключалась в выяснении связи знаков "больше" и "меньше" при перестановке мест букв (и предметов) в формулах неравенства. Эта работа вместе а тем служила средством закрепления понимания смысла обратимости равенства (ввиду различия результатов перестановки). Способ ознакомления был аналогичным - демонстрация изменения мест предметов сопровождалась оценкой и записью нового результата, сопоставлением его со старым.

Каких-либо явных трудностей здесь не наблюдалось, видимо, потому, что еще при записи результатов сравнения линиями дети часто в словесном плане воспроизводили сравнение с измененным направлением: "Этот кубик меньше этого, а этот, значит, больше". Во всяком случае сразу же после первых демонстраций на предметах можно было предлагать задания в плане "чистых" формул. При этом изменение знака ">" на "<" и обратно сопровождалось словесными формулировками типа: "Если А больше Б, то Б меньше А". В соответствии с такими "правилами" и их письменным выражением дети находили самые разные предметные иллюстрации.

В этот период работы ученики выполняли такие задания (частично с последующей предметной интерпретацией и развернутыми словесными объяснениями):

        А>Б       В=К       Н<Д        Г<К

        Б...А     К...В     ...>...    К...Г

Характерно, что в ряде случаев описание предметного сравнения шло в одном направлении, а оценка их для записи - в другом. Так, некоторые ученики говорили: "Здесь этот груз тяжелее этого (рассуждение идет от оценки правой чашки весов к левой). Нужно записать так: А меньше Б (запись идет слева направо)". Эти дети, можно сказать, моментально "обращали" одно отношение в другое. В последующем таких фактов становилось все больше и больше, так что через некоторое время подобная переоценка была сама собой разумеющейся. При этом учителя постоянно обращали внимание детей на то, что из наличия одного знака при "движении" слева направо сразу вытекает возможность оценки справа налево, но при обратном знаке (этот случай сопоставляется с неизменностью равенства).

На 24 - 25-м уроках дети переходили к знакомству с транзитивностью отношений. Они работали со специальными наборами планок, кубиков, кружек, грузов, позволяющих устанавливать ряды соотношений от "большего" к "меньшему". Дети располагали эти предметы в "возрастающие" и "убывающие" ряды (рис.8). При этом давалось словесное (без записи) описание соотношений при буквенном обозначении тех или иных элементов рядов. Например, по указанию и с помощью учителя дети говорили: "Эта палочка короче этой, а эта короче этой"; "Длина красной палочки меньше длины этой синей палочки, а длина этой синей меньше этой белой"; "Палочка А меньше палочки Б, а палочка Б меньше палочки В".

Рис.8. Расположение различных предметов в рядах (при сравнении по длине и объему).

Аналогичные "ступени" дети отыскивали и в окружающих предметах: при построении по росту учитель обращал их внимание на то, что Коля выше Тани, а Таня выше Миши, а Миша выше Лиды (аналогичные многоступенчатые сопоставления делались по весу, по твердости, по составу элементов, входящих в те или иные предметные группы и т.д.).

Дети выполняли также следующие задания: имея перед собой две планки разной длины (или кубика и т.д.), они предварительно обозначали их буквами, например А и К. Требовалось подобрать такую планку Б, чтобы А было больше Б, но Б больше К. Эти условия записывались на доске парой формул. Подобные задания и их варианты выполнялись путем проведения линий, кругов в тетрадях. При этом преследовались две цели: 1) познакомить детей со способом построения "восходящих" и "нисходящих" рядов, 2) приучить их к правильному соотнесению элементов формул с предметами соответствующих рядов. Последнее обстоятельство нуждается в специальном разъяснении.

Работа по первым вариантам программы включала ознакомление детей с транзитивностью. Но тогда еще не была намечена система упражнений, обеспечивающая правильное соотнесение формул и предметных иллюстраций. Обнаружилось это, в частности, в том, что при специальной проверке многие дети, воспроизводя рисунком отношения, указанные в формулах А>Б; Б>В; А>В, проводили не три, а четыре линии. При этом лишь некоторые из них две средние линии делали одинаковыми, в остальных случаях эти линии имели разную длину (правда, вторая линия для Б чаще всего была меньше первой). Чтобы предотвратить это, необходимы специальные упражнения, раскрывающие смысл парных формул и место среднего их члена.

Опираясь на предметные пособия, дети записывали цепочки следующих формул, четко выделяя переходящие звенья (но вывод из этих формул еще не делался):

        А>Б          К<Н          А=В

        Б>В          Н<М          В=Д

        В>Г          М<Д          Д=К

Соотнося эти формулы с предметным материалом, можно было формулировать некое подобие вывода - А больше Г и т.д. Учитель показывал такую возможность, подводя детей к самой задаче определения соотношения крайних членов формул по их связи через средние. Необходимость использовать формулы для вывода явственно проступала тогда, когда учитель предлагал выполнить задание: планка А больше Б, планка же Б больше В. Планка В отсутствует. Какой она должна быть по сравнению с А при этих условиях? Интересно, что дети в этом случае начинают рассуждать с конца: чаще всего они находят, что "В меньше Б и меньше А, значит, А больше В". На основе такого словесного рассуждения производятся записи формул, а при наличии формул уточняется, сокращается само рассуждение, постепенно превращающееся в каноническое "если..., если..., тo...".
Подобные задания на все три отношения по-разному варьируются. Некоторые имеют игровую форму - нужно найти спрятанный предмет, учитывая содержание формул: найти В, если даны А и Б и известно, что А = Б, а Б = В. Постепенно внешняя запись приобретала такой вид (учитель записывает задания на доске):

        А > Б              А < Б

        Б > В              .....

       -------            -------

        А...В              А < В

Первоначально, уже работал без прямой опоры на предметные пособия, дети по требованию учителя давали развернутые словесные суждения, объясняя каждый свой шаг. Затем они должны были лишь ставить нужные знаки и буквы. Время от времени нужно было дать иллюстрацию найденной формуле в виде рисунка (проводятся линии).

На последних уроках темы III учитель предлагал задания, требующие различения транзитивных и нетранзитивных отношений. Желательно было при этом, чтобы дети "почувствовали" это различие, хотя, конечно, вряд ли они могли давать ему логическое обоснование. Задания были такого типа: "Мальчик любит зайчика, а зайчик любит морковку. Любит ли поэтому морковку и мальчик?"; "Таня дружит с Машей, Маша дружит с Валей, значит, Таня дружит с Валей. Так ли?" Нужно сказать, что эти задания вызвали оживленную дискуссию, в ходе которой дети склонялись к тому, что здесь нельзя сделать обязательного вывода. При этом обоснование было в основном содержательным: дети правильно улавливали сам факт возможного отсутствия "любви" к морковке у мальчика при его "любви" к зайчику и т.д. Учитель использовал эти задачи для более рельефного выделения особенностей самих транзитивных отношений, где вывод "обязателен".

На этих уроках многие задания (в том числе и сюжетно-текстовые) необходимо было решать без непосредственной опоры на предметные пособия. Намечался переход к анализу отношений на основе некоторых свернутых суждений об их свойствах: при усвоении материала следующих тем возможности такого анализа все более расширялись и крепли.

Тема IV (операции сложения-вычитания)
Переход к первым операциям (с 30 - 31-го урока) состоял из нескольких этапов. Вначале учитель просто демонстрировал изменение предмета по какому-либо параметру. Удобнее всего это было показать, изменяя объем воды в колбе, силу толчка, изменяя вес груза. Приводятся и разнообразные житейские примеры, смысл которых сводится к одному: "было столько, стало столько". При этом дети хорошо понимают, что есть два направления изменения - увеличение и уменьшение.

Следующий шаг - описание изменения. Сравнивая объем воды в двух одинаковых колбах (уровень воды отмечен на стенке), дети записывают формулу А=Б. Затем учитель наливает в левую колбу сколько-то воды и предлагает новый объем обозначить буквой В, а затем сделать запись: В>Б. Но как получается этот новый объем? Можно ли В получить из прежнего А? Как записать то, что произошло с А? В той или иной форме, но дети указывают, что к А было добавлено сколько-то воды - получилось В. С помощью учителя делается запись А+К=В и устанавливается смысл знака "+" и буквы К. (Это "обыгрывается" путем возвращения к прежнему объему и т.д.)

Далее дети выполняют работу по подстановке суммы в формулу неравенства и получают: А+К>Б (этот момент с методической стороны нелегок и требует определенных "ходов", на которых мы здесь не останавливаемся). Аналогичным путем получается формула А-К<Б, а затем формулы: А<В+К и А>Б-К, причем задания выполняются на разнообразных предметах и применительно к разным параметрам (особенно удобно это делать с весом сыпучих тел).

На следующем этапе по формулам, указанным учителем, необходимо произвести работу с пособиями. Так, по формулам В=Д, В<Д... дети определяли направление изменения и воспроизводили его на полосках бумаги. Параллельно с этим ученики проводили рассуждение вслух: было равно, если левая сторона стала меньше, значит, правая больше, она увеличена.

Через несколько уроков дается новое задание: что нужно сделать, чтобы опять было равенство? Во всех классах почти треть детей "с ходу" давала ответ: "надо отнять" (если прибавлялось) или "надо прибавить" (если отнималось). Вместе с учителем этот путь проверялся - он был правильным. Но почти никто из детей не мог найти другой ход - изменение другой стороны неравенства. Учитель показывал, что это также возможно. Правда, теперь уже значительная часть детей (около половины в каждом классе) могла самостоятельно определить меру изменения - "на столько же". К прежней формуле неравенства добавляется формула типа: А+К=Б+К.

Впрочем, в некоторых классах встречались ученики (по 2-3 человека), которые замечали расхождение в форме записи и предлагали делать так: А+К=Б+Г при К=Г, т.е. вторые слагаемые сами должны быть представлены разными буквами. Если ученики до такой записи сами "не доходили", то учитель показывал ее, и затем она употреблялась наряду с первой.

Выполнение различных упражнений все более увеличивало удельный вес словесного обоснования способа действия, и от урока к уроку уменьшалась нужда обращаться к предметным пособиям. Задания выполнялись на основе "обговаривания" (вслух или шепотом) возможных соотношений при указанных условиях. Запись задания такова:

        А=Б                 А=Д                     Б=В

        А+Д...Б            А...<Д                   Б>В...

                                                    Б...=В...

В рассуждениях детей постоянно встречались оценки, проистекающие из понимания действительной связи разных видов отношений: "Было А равно Б. Уменьшили Б, оно стало меньше А, значит А стало больше - надо ставить знак "больше" (рассуждение Андрея Л., московский класс); "Увеличили правую сторону равенства, значит, нужно ставить знак "меньше": если А равно Б, то А меньше Б, увеличенного на В" (рассуждение Вовы С., тульский класс).

Знакомство детей с операциями сложения и вычитания позволяет теперь расширить круг "текстовых" задач, условия которых содержат буквенные данные.
Поскольку следующая тема имеет специфические особенности, целесообразно представить некоторые суммарные результаты усвоения содержания первых четырех тем, и прежде всего результаты работы в плане самих буквенных формул. В 1963/64 учебном году в одном московском классе (учительница Г.Г.Микулина) систематически проводились самостоятельные работы со специально подобранными заданиями по пройденным темам. В ряде случаев они были "неожиданными" для детей, так как включали задания, над которыми в этот момент они непосредственно не работали и могли "забыть". Такие контрольные позволяли как бы зондировать степень и устойчивость усвоения.

В табл.1 приводятся данные о выполнении этих работ, включающих задания трех типов. Восемь заданий I типа были связаны с умением записать соответствующие буквенные формулы, наблюдая за определенными предметными отношениями (формулы А=Б; А<Б; А>Б). Семь заданий II типа требовали знания основных свойств равенства-неравенства (постановка знаков в формулах типа: А=Б; Б...А; В>Д, Д...В; К<Н, ...>... и т.п.). Наконец, восемнадцать заданий III типа включали все виды перехода от равенства к неравенству и возвращения к равенству через сложение и вычитание (формулы типа: A=Б; А+К...Б, А+К...Б+К; В=Г, В...Г-Д и т.д.).

Задания II и III типа выполнялись только путем анализa буквенных формул, без обращения к предметным пособиям (контрольные проводились с 30/IX по I/XI 1963 г.).

Таблица 1

	Тип заданий
	I
	II
	III

	Количество заданий
	8
	2
	5
	5
	3
	5
	5

	Дата
	1/X
	30/IX
	2/X
	8/X
	23/X
	28/X
	1/XI

	Работ всего
	36
	35
	35
	38
	36
	38
	37

	без ошибок
	31
	34
	29
	36
	31
	28
	26

	с 1 ошибкой
	3
	1
	5
	1
	5
	9
	3

	с 2 ошибками
	1
	-
	1
	1
	-
	1
	7

	с 3 ошибками
	1
	-
	-
	-
	-
	-
	1

	Общее количество возможных ошибок
	288
	70
	175
	190
	108
	190
	185

	Количество фактически сделанных ошибок
	8
	1
	7
	3
	5
	11
	20

	% ошибок
	2,8
	1,4
	4,0
	1,6
	4,6
	6,0
	10,0


Задания I и II типа выполнялись без ошибок большинством учащихся. Число ошибок возросло в заданиях III типа, предлагаемых в период, когда их нужно было выполнить быстро и "про себя". В контрольной от I/ХI почти все ошибки приходились на "трудные" формулы: А=В, А<...; А=Д, А+К...Д+К. Правда, 26 учеников из 37 эту работу выполнили совсем без ошибок, но, видимо, в этом пункте для детей есть определенные трудности. Вместе с тем суммарные данные выполнения заданий III типа (из 673 возможных ошибок было допущено 39, т.е. 5,8%) показывают, что материал I-IV тем многими детьми был усвоен хорошо и прочно (рис.9).

Рис.9. Самостоятельные работы, выполненные по II-IV темам ученицей московского I класса Таней К.:
1) изображение результата сравнения знаками; 2) первая буквенная формула; 3) свойства равенства и неравенства; 4) транзитивность равенства; 5) нарушение равенства и его "восстановление" через сложение и вычитание (работы 3-5 выполнялись в "уме", без обращения к предметным пособиям).

Тема V (переход от неравенства к равенcтву)
Получив результат сравнения и записав его формулой А<Б, дети сталкивались с новым заданием: превратить это неравенство в равенство. Имея перед собой предметное пособие, многие дети самостоятельно указывали путь к этому: они предлагали уменьшить Б или увеличить А. Работая на планках и полосках, они могли даже продемонстрировать этот способ. Следуя за этим, учитель на первом же уроке (это 40 - 41 уроки с начала года) показывал запись, говорящую о таком сведении: А<Б, А+...=Б, А=Б-...

Точки "говорили": что-то прибавлено или отнято и получилось равенство. Но что? Демонстрируя колбы с водой или грузы, учитель мог показать, что заранее мы не знаем, сколько надо прибавить или отнять (впрочем это, можно было сделать и на относительно длинных кусках веревки). "Что-то" нужно прибавить к А и можно даже наперед записать это "нужно", а вот "что" именно и "сколько", пока неизвестно.

Учитель вместе с детьми устанавливал, что, записывая такую формулу, они лишь предполагают, планируют "увеличение" или "уменьшение". Ученикам предлагался особый знак х (икс) для обозначения неизвестного в этой формуле, т.е. того, что только еще нужно указать для сведения неравенства к равенству:

                  А + х = Б;              А = Б - х.

Дети, как правило, быстро схватывали смысл этого знака. Так, на первом же уроке многие из них могли правильно объяснить, что "любой" вес, объем и т.д. нельзя прибавить или отнять, что здесь нужно знать разницу между А и Б, а мы ее еще не знаем.

Несколько последующих уроков отводилось на то, чтобы в процессе работы с предметными пособиями познакомить детей со способами определения этой "разницы". При этом важно было не просто показать приемы предметных действий (наложение планок; переливание воды в колбах и т.д.), а параллельно с этим научить детей описывать процесс и результат предметного поиска в буквенной форме.

Это самый трудный пункт всей темы (см. статью А.А.Кирюшкиной [10]). Дело в том, что при описании результатов х=Б-А ребенок сталкивается с новым смыслом вычитания. Здесь оно не реальное уменьшение (как было в теме IV), а лишь формальное описание сопоставления величины Б и А, при котором само Б предметно остается таким, каким и было; величина же, соответствующая х, должна быть получена из другого материала. Здесь запись является лишь формальным описанием процесса получения х. Поскольку этот х ("разница") дети фактически определяли, то затем они "добавляли" его к А и получали требуемое равенство. Буквенное описание этого "добавления" по смыслу большинству детей было понятным сразу, правда, многие из них еще путались в записи из-за наличия нескольких букв и скобок. В итоге вся работа по составлению и решению уравнения на предметных пособиях отражалась в следующей системе формул:

        А < Б (исходное условие);

        А + х = Б (планируемое преобразование);

        х = Б - А (поиск "разницы");

        А + (Б - А) = Б (фактическое уравнивание).

Эти записи дети производили под руководством учителя. Затем постепенно вводились упражнения, в которых дети, наблюдая за работой товарища на предметных пособиях или выполняя ее сами, должны были самостоятельно описать формулами всю последовательность превращения неравенства в равенство. Здесь учителя сталкивались с определенными трудностями, в значительной мере связанными со слабым умением детей организовывать свою собственную работу. Но через несколько уроков почти все дети (за исключением 3-4 человек, которым все же требовалась прямая помощь) могли с небольшими ошибками выполнять эти задания.

Следующий этап состоял в постепенном переходе к решению уравнения в плане самих формул. Этот переход подготавливался путем развернутой работы с текстовыми задачами. Например, дети получали задачу: "В одном ящике А килограммов яблок, в другом Б килограммов. Известно, что А меньше Б. Что нужно сделать, чтобы в первом ящике яблок стало столько, сколько уже есть во втором?" Ученики быстро записывали условие и тут же, как правило, безошибочно, предлагали проект решения: надо в первый ящик добавить яблок. Не вызывала трудностей и запись уравнения: А<Б, А+х=Б. Дети отчетливо представляли, что теперь нужно найти х.

Учителя обычно в этот момент применяли следующий ход: они переводили работу на поиск х в графический план. Вес яблок дети изображали линиями. Затем обсуждалось, как узнать "разницу" в весе (впрочем, на столе учителя стояли весы, и учитель имитировал поиск веса яблок). Линия А "накладывалась" на линию Б - остаток, выраженный в форме Б-А, определялся как тот, который равен х. Опираясь на это, дети с помощью учителя производили взвешивание и находили груз, равный х. Затем этот груз (соответственно отрезок прямой) добавлялся к А и записывалась окончательная формула. Сходным образом решались другие задачи: цель состояла в том, чтобы работа с формулами, вначале идущая параллельно действиям с предметами, сочеталась с работой в плане изображений и постепенно становилась относительно самостоятельной и по смыслу, и по порядку проведения.

Такому прямому переходу предшествовала работа с "промежуточной" формулой, выполняющей своеобразную функцию. Записав уравнение, дети чаще всего уже "оттормаживали" исходное неравенство (иногда же само уравнение они получали из "вторых рук"). Поэтому нужно было возвратиться к исходной формуле, но уже от уравнения: если В+х=Д, то В<Д. Вернее, нужно было этим "повторением" формулы как бы связывать уравнение с неравенством, чтобы от него перейти к вычитанию из "большего меньшего". Вся работа приобретала следующий вид:

        А > Б,

        А = Б + х,

        А > Б (эта формула дается как бы "на полях"), значит,

        х = А - Б.

Конечно, через некоторое время "повторение" становилось подразумеваемым, но даже при всей отчетливости первой формулы неравенства детям, хотя бы шепотом, но нужно было снова повторить ее смысл. Видимо, переход к уравнению каким-то образом разрушал представление об исходном соотношении частей неравенства.

Постепенно дети переходили к определению х без опоры на какие-либо предметные пособия или их графические, аналоги, т.е. посредством теоретического рассмотрения соотношения сторон (частей) неравенства. Затем найденные значения подставлялись в уравнение. Скобки здесь помогли детям представить разность как некую единицу реальной величины. (Заметим, что термины уравнение и разность были общеупотребительными.)

Работа по теме V требовала довольно много времени - 25-30 уроков. Но при этом попутно отрабатывались многие умения, связанные с пониманием свойств отношений величин, знакомство с которыми начиналось в предыдущих темах, оттачивались "технические" навыки работы со сложными формулами (на рис. 10 и 11 приведены страницы контрольных работ, связанных с составлением и решением простейших уравнений учащимися первых классов Москвы и Торжка).

Рис.10. Контрольная работа (от 10/Х11 1963 г.),
выполненная учеником московского 1 класса Мишей Н.

Рис.11. Контрольная работа (от 26/1 1963 г.),
выполненная учеником торжокского 1 класса Вовой Е.

Результаты работы по этой сложной теме лучше всего представляет динамика выполнения учащимися специальных самостоятельных и контрольных заданий. В табл.2 приведены соответствующие данные по I московскому классу учитeльница Г.Г.Микулина). Здесь указаны итоги выполнения заданий, связанных с основными этапами работы:

с составлением уравнений (задания типа: А>Б, А=Б+х),

с их решением (х=А-Б),

с подстановкой значения x (А=Б+[А-Б]),

с переходом от равенства к неравенству (А+х=Б, А<Б).

Тексты контрольных мы не приводим, так как их задания лишь в разной форме варьировали указанные выше. Отметим, что в таблице приведены данные лишь некоторых проверок - все эти задания выполнялись только на основе буквенных формул (нелишне указать те сроки, когда дети впервые приступили к самостоятельной работе такого типа: к составлению уравнений - с 21/X 1963г.; к решению - с 10/XI, к подстановкам - с 16/XI, к нахождению неравенства - с 4/ХI).

Рассмотрим материалы табл.2. С первых же дней работы по теме V значительная часть детей безошибочно составляли уравнения. На заключительных же уроках даже в особо трудных работах (контрольная от 10/XII) ошибок было очень мало (4%). Решение уравнений, определение значения х также с самого начала проходило удовлетворительно (в первой контрольной 7% ошибок, в заключительной - 4,6%). Почти все дети (35 из 38) безошибочно находили х (см. работу от 10/XII).

Переход к неравенству также в общем осваивался хорошо (хотя небольшая группа детей здесь делала устойчивые ошибки).

Но наибольшие трудности для детей представляла подстановка значения х в формулу уравнения. Достаточно отметить, что в контрольной от 20/XI (т.е. через 4 урока после того, как дети приступили к этой работе) из 39 учеников лишь 10 выполнили единственное предложенное им задание на подстановку. В последующие дни картина улучшилась, но все же почти половина учеников не могла освоить способа этой подстановки. На первый взгляд это кажется странным, так как внешне это будто бы "механическая" работа. Для нас самих многое выяснилось при анализе действий детей, приводящих к ошибкам.

Так, в контрольной от 10/XII из 38 учеников 22 выполнили правильно все 4 подстановки, 7 учеников - только 3 (т.е. сделали по одной ошибке), 6 учеников - по 2 (т.е. еще и 2 ошибки) и 3 ученика - по 1 подстановке (3 других ошибочны). Однако многие ошибки были весьма характерными. Все дети правильно определяли х в следующем (или аналогичном) задании: А<В, А+х=В, х=В-А. Но вместо подстановки его на соответствующее место в уравнение, т.е. А+(В-А)=В, они делали так: В-(В-А)=А или А-В-(В-А), - записи Алеши С., Тани Я., Ани Л., Алеши П. и др. Иными словами, с "технической" стороны здесь ошибок не было, но эти дети на представляли себе четко самого смысла подстановки, т.е. замены неизвестного известным. Они это "известно" использовали для того, чтобы сразу без х получить новое равенство.

Анализ этих и подобных ошибок указывает на необходимость особой работы по ознакомлению детей со смыслом некоторых формальных особенностей оперированию математической символикой. Общие же данные, приведенные в табл.2, дают основание полагать, что материал темы V в принципе первоклассникам доступен и может быть ими усвоен.

Таблица 2

	Вид работы
	Составление уравнений
	Решение уравнений
	Подстановки
	Переход к неравенству

	Количество заданий
	3
	6
	8
	4
	4
	6
	2
	5
	4
	1
	2
	2
	4
	5
	2
	4
	3

	Дата
	23/X
	1/XI*
	13/XI
	26/XI
	10/XII*
	13/XI
	19/XI
	30/XI
	10/XII*
	20/XI
	22/XI
	23/XI
	16/XII*
	4/XI
	7/XI
	19/XI
	21/XI

	Работ всего
	36
	37
	38
	39
	38
	38
	38
	39
	38
	39
	38
	38
	38
	38
	37
	37
	37

	без ошибок
	23
	18
	31
	38
	32
	28
	33
	36
	35
	10
	24
	18
	22
	23
	30
	28
	30

	с 1 ошибкой
	12
	10
	4
	-
	6
	7
	2
	1
	1
	29
	10
	12
	7
	14
	1
	6
	7

	с 2 ошибками
	1
	4
	1
	1
	-
	1
	2
	1
	1
	-
	4
	8
	6
	1
	6
	3
	-

	с 3 ошибками
	-
	4
	1
	-
	-
	1
	1
	1
	-
	-
	-
	-
	3
	-
	-
	-
	-

	с 4 ошибками
	-
	1
	1
	-
	-
	1
	1
	-
	1
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-

	Количество возможных ошибок
	108
	222
	304
	156
	152
	228
	78
	195
	152
	39
	76
	76
	152
	190
	74
	148
	111

	Количество фактически сделанных ошибок
	14
	34
	13
	2
	6
	16
	13
	6
	7
	29
	18
	28
	28
	16
	13
	12
	7

	% ошибок
	13,0
	13,5
	4,3
	1,3
	4,0
	7,0
	16,7
	3,1
	4,6
	74,4
	23,7
	36,8
	18,4
	8,4
	17,6
	8,1
	6,3


Примечание: Знаком * отмечены контрольные работы повышенной трудности, включающие неожиданные для ребенка формы задания.

В некоторых экспериментальных классах (в частности, и в классе Г.Г.Микулиной) работа с уравнениями была продолжена - дети знакомились с уравнениями типа: х-А=Б и х+А=В (решались они на основе следующих рассуждений: если х-А=Б, то х>Б на А, значит, x=Б+А).
В процессе этой работы учитель особое внимание уделял настроению детьми развернутых рассуждений, приучал детей не бояться возможных (на первых порах) ошибок. Смысл каждой формулы (заметим, при меняющихся буквах) тщательно и не спеша обсуждался и "взвешивался". В контрольной работе от 27/XII 1963 г. детям класс Г.Г.Микулиной среди других уравнений были даны следующие четыре: x+C=Е, х-Н=К, S=x+А, М=х-R (к этому времени дети уже знали некоторые буквы латинского алфавита).

Рис.12. Контрольная работа (от 27/XII 1963г.),
выполненная ученицей московского I класса Машей С.

Способ решения этих и некоторых других уравнений виден на рис.12. Результаты же их выполнения следующие: из 39 учеников 20 указаны четыре уравнения решили безошибочно; 8 человек не решили по 1 уравнению, 2 человека - по 2, еще 2 - по 3 и лишь один ученик не решил ни одного уравнения. Возможных решений было 156, не выполнено 22, т.е. 14%. Мы полагаем, что для столь трудных заданий эти результаты далеко не плохие.

Встает правомерный вопрос: в какой мере целесообразна такая работа над простейшими уравнениями и при такой форме их решений? Известно, что обычно их решают путем переноса букв из одной части уравнения в другую и изменения знака на противоположный (к тому же здесь встает вопрос об отрицательных величинах). Мы вовсе не думаем, что изложенный выше способ работы единственно возможный и с методической точки зрения полностью себя оправдал. Это вопрос для дальнейшего обсуждения и проверки. Нам же важно подчеркнуть другое: с психологической точки зpeния обучение по экспериментальной программе вскрыло такие возможности ребенка 7 лет применительно к анализу им довольно абстрактных отношений, которые в традиционной детской психологии сколь-нибудь явственно не отмечались. Работая с простейшими буквенными формулами, дети обнаруживали живую тягу к рассуждениям, к мысленным сопоставлениям, к логической оценке тех или иных зависимостей. Правильно удовлетворять эти пробужденные запросы младших школьников - задача, стоящая перед теми, кто призван работать над построением учебных предметов.

Вместе с тем работа, знакомящая ребенка-первоклассника с буквенными уравнениями, важна для формирования у него первых умений по математическому моделированию и описанию реальных физических величин и их изменений. Последнее же, как показывает наш опыт, весьма существенно для всего последующего обучения математике, в частности решению так называемых текстовых задач с буквенными данными.

Тема VI (сложение-вычитание равенств-неравенств; подстановки)
Работа по этой теме как бы синтезировала и "обкатывала" многие из тех сведений, которые дети получали раньше о свойствах отношений. Сталкивая детей с заданиями, требующими оценки результата сложения-вычитания равенств-неравенств, учитель, конечно, не пытался давать им формальные правила, которые на тот счет имеются в систематическом курсе школьной алгебры. Важно было привить ученикам умение применять простейшие рассуждения, основанные на свойствах отношений, умение подойти к элементарным формулам с точки зрения их смысла, а не внешнего сочетания тех или иных их особенностей.

Так, работая по этой теме, дети выполняли задания следующего типа (конкретных вариантов здесь было много):

        А=Б                   Б>В                    Е<Б

        К>М                   Н=Д                    М<Г

    -----------          -------------           -----------

     А-К...Б-М            Б+-Н...В+-Д             E+M...Б+Г

После ряда упражнений, знакомящих детей с формой заданий, эти задания в общем довольно успешно выполнялись детьми (они вызывали у детей особый интерес, так как требовали работы, пока еще не "освященной" правилами).

Наконец, определенное место в теме VI занимала демонстрация замены какого-либо значения величины суммой двух-трех и более слагаемых (Б=В; В=А+Д+К; Б=А+Д+К). В серии специальных упражнений дети "развертывали" или, наоборот, "свертывали" те или иные буквенные формулы на основе указанных действий (например, переписать неравенство А>Б при условии, что А=К+М+Н). Все это служило хорошей подготовкой к дальнейшему знакомству с коммутативным и ассоциативным свойствами сложения.

Мы изложили основные этапы работы по созданной нами программе для первого полугодия и общие итоги ее усвоения детьми. Так как мы полагаем, что ее содержание важно для последующего продвижения в области начальной математики, то естественно спросить о том, сколь долго в сознании детей удерживаются эти знания (иначе на них нельзя будет в дальнейшем опираться).

Ответ на этот вопрос дают результаты специальных прoверочных работ, проведенных в конце года и в начале II класса. Так, 28 мая 1962 г. в тульском I классе (учитель М.А.Большаков) была проведена следующая работа из 12 заданий, соединяющих в себе многое из того, что было изучено в течение года:

        1) А<Б          2) А>Б            3) М=Д            4) М=Д

        A...=Б          А...=Б            М...>Д            М...Д+Г

        5) А-х=Б              6) А+х=М                 7) А=Б-х

            А...Б                  х=...                  А...Б

             х=...                                         х=...

        8) А=Б                   9) А<В             10) М+Е=Д+В

        А+Е...А-Е                А-К...В                 М...Д

                   11) A>Б+К                   12) К=М

                      А...Б                     К-А...М+А

Результаты выполнения работы 34 учениками представлены в табл. 3 (в ней показано количество учащихся, безошибочно выполнивших то или иное задание с 1 по 12).

Таблица 3

	Выполнение
	Задание N

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Количество учащихся
	32
	34
	33
	34
	30
	25
	31
	34
	32
	31
	32
	31


Наиболее трудным оказалось задание 6, в котором х нужно было найти без предварительной развернутой записи сложения известных величин (здесь ошибку допустили 9 человек из 34). Поскольку аналогичные задания 5 и 7 содержали такую запись и были выполнены успешнее, то можно предположить, что у некоторых детей этого класса было плохо сформировано действие "в уме" по оценке отношения величин внутри уравнения.

Многие задания правильно выполнены большинством учащихся. Из 408 заданий, решавшихся всем классом, ошибочно выполнено лишь 29 (7%). При этом 20 учащихся безошибочно выполнили все задания; 8 человек допустили ошибку лишь в 1 задании; 3 человека - в 2 - 3 заданиях еще 3 человека - в 4-5 из 12 заданий.

Общие результаты этой контрольной показывают, что большинство учащихся успешно работало в первом полугодии и достаточно прочно усвоило его программу.

При изложении результатов обучения мы подробно охарактеризовали работу I класса, учительницей которого в 1963/64 учебном году была Г.Г.Микулина. Для полноты картины целесообразно привести итоги выполнения сложной контрольной работы учащимися этого класса в самом начале второго года обучения (12 сентября 1964 г.). Задания были следующими:

        b-c>k+m                        а-b+с=d-m

     (1)...=...                       (3)...<...

     (2)...=...                       (4)...=...

                        a+m=b

                          d<k

              (5) (a+m)-d...b-k

           5+2=7                          10=10

     (6) 5+2-а=7 ...              (7) 10-2-2=10...

                        20=20

                 (8) 20...=20+b

Эти задания по внешнему виду отличались от тех, с которыми дети имели дело в 1 классе (раньше они не работали с такими "сложными" формулами). Задания 6 - 8 тpeбовали учета простых свойств величин, представленных числами. Результаты выполнения контрольной 37 учащимися приведены в табл.4.

Таблица 4

	Выполнение
	Задание N

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Количество учащихся
	35
	32
	34
	29
	29
	37
	35
	37


Задания 1-2, требовавшие перехода к уравнениям двумя способами, выполнены большинством учащихся. Задание 3 также выполнили почти все дети (здесь нужно было увеличить правую часть или уменьшить левую часть равенства). Слабее всего выполнялись задания 4-5: в одном нужно было сохранить равенство путем увеличения или уменьшения обеих частей на одну и ту же величину, в другом понять смысл новой формулы. Задания с числами выполнены почти всеми детьми. Из 37 учащихся 20 без ошибок выполнили все задания; 9 человек ошиблись лишь в 1 задании; еще 6 человек - в 2 заданиях и двое - в 3-4. Приведем пример правильного выполнения заданий 1-4 (работа ученицы Тани В.)

        b-с>k+m                а-b+c=d-m

     1) b-с=(k+m)+х     3) (а-b+с)-z<d-m

     2) (b-с)-х=k+m     4) (а-b+с)-z=(d-m)-z

Из 296 возможных ошибок допущено 28, т.е. менее 10%. Учитывая то обстоятельство, что эта работа была дана неожиданно после летнего перерыва и включала сложные формулы, можно сказать, что общие ее итоги удовлетворительны. Они показывают, что многие дети в 1 классе хорошо освоили смысл основных особенностей переходов от равенства к неравенству и обратно, учитывали их при работе как с буквами, так и с цифровыми данными.

Таким образом, работая по экспериментальной программе, учителя формировали у детей полноценные и устойчивые знания об основных свойствах величин и операций, над ними.

Каковы перспективы использования именно этих знаний? Они троякого рода. Во-первых, на основе представлений об общих особенностях равенства-неравенства и их взаимопереходах работу с числами можно ориентировать не только в направлении "чистой" техники вычислений, но и в область изучения тех структурных соотношений, которые регулируют эти вычисления. В частности, создаются условия для более четкого представления о единстве сложения и вычитания (затем умножения и деления), о зависимости изменения результата действий от изменения его компонентов. Таким образом, действия над числами могут изучаться иначе и более продуктивно, чем это имеет место в традиционном преподавании.

Во-вторых, работа с величинами служит базой для адекватного введения чисел: как целых, так и дробных (см. выше). Опираясь на свойства величин, можно уменьшить брешь между целым и дробным числом, а это, с нашей точки зрения, важнейший шаг, который необходимо сделать при построении начальной математики как учебного предмета.

В-третьих, работа с величинами и абстракция их свойств с самого начала связаны с буквенной символикой, позволяющей сделать предметом рассмотрения ребенка особые отношения объектов, и именно отношения, что немаловажно для всего последующего продвижения в математике как учебном предмете.

Перечисленные моменты, на наш взгляд, вполне оправдывают и делают целесообразным введение специального дочислового раздела в курсе начальной математики. Знакомя ребенка с общими свойствами величин, этот раздел закладывает фундамент для последующего развернутого введения целых чисел, а затем для "плавного" перехода к действительным числам, создает предпосылки для "смягчения" традиционного, установившегося в преподавании резкого противопоставления этих видов чисел, а самым для алгебраизации курса математики, принятого начальных классах школы.

Приведенные выше материалы показывают, что возрастные интеллектуальные возможности младших школьников не препятствуют алгебраизации начальной математики. В свою очередь, работа в этом направлении способствует выявлению и расширению самих возможностей ребенка в деле усвоения математики.

В нашем распоряжении имеются материалы, характеризующие индивидуальные особенности и различия при работе учащихся по экспериментальной программе. Не имея возможности излагать их в данной книге, отметим лишь, что при наблюдающихся различиях большинство учащихся каждого класса овладевало этой программой вполне удовлетворительно (многие на "4" и "5"). Вместе с тем в каждом классе были 2 - 3 ученика, нуждающиеся в дополнительной работе и затрудняющиеся в усвоении тех или иных разделов программы (с аналогичным положением многие учителя сталкиваются и при обучении по обычной программе). Отметим также, что описанная выше работа не вызывала какой-либо перегрузки учащихся, так как была связана с выявлением и формированием у них новых интеллектуальных возможностей, а не с механическим повышением трудности материала, которое мы считаем неприемлемым в экспериментальной работе нашего типа.

Это обстоятельство позволяет выдвигать обоснованное предположение о наличии внутренней связи содержания усваиваемых знаний с интеллектуальными возможностями их усвоения. Видимо, центральная проблема построения учебного предмета в том и состоит, чтобы нащупывать такую связь и правильно управлять выявлением, закреплением и формированием интеллектуальных возможностей через обучение соответствующим знаниям и формам деятельности (сами же "возможности" постепенно превращаются в мыслительные "способности" - в широком смысле этого слова).

В своем экспериментальном исследовании мы выделили следующие (но, конечно, не единственные) характерные черты учебного предмета, реализующего эту функцию. В учебном предмете особое место по времени и по объему занимает работа по введению ребенка в ту материально-предметную область, которая служит источником соответствующих понятий. Формирование у ребенка действий, открывающих эту область, является условием дальнейшего перехода к полноценным понятиям. Необходим специальный анализ, чтобы установить, какой круг предметных свойств и посредством каких действий образует эту открывающуюся ребенку область. Например, при решении особых задач на уравнивание и комплектование, а затем на сравнение у ребенка формируются такие действия, которые выделяют специфические отношения объектов, претворяемых в величину.

В процессе такого выделения отношений немаловажная роль принадлежит промежуточным средствам изображения и описания результатов предметных действий. В сформированных понятиях порой даже нет следов этих средств, своеобразие которых состоит в том, что они позволяют моделировать свойства объектов в форме действия, в качествах его динамики. Когда это действие свертывается, снимается и необходимость в этих промежуточных средствах описания. Теперь само понятие и знаковые средства его выражения будто бы непосредственно соотносятся со свойствами объекта. В учебном предмете промежуточным средствам описания принадлежит решающее значение, так как они служат посредником между объектом и его свойством, отображенном в понятии.

Более или менее успешная работа по экспериментальной программе в значительной мере обязана тому, что удавалось находить и в процессе обучения вводить именно такие средства (например, "копирующий" и "отвлеченный" рисунки при выделении отношений по сравнимости).

Учебный предмет обладает еще одной характерной чертой: в форме дидактических пособий и способов обращения с ними он дает ребенку представления об общих особенностях объекта, отражающихся в этих пособиях и являющихся предметом дальнейшего изучения. Эти общие особенности как бы конституируют направление последующей конкретизации все новых и новых сведений. Так, выделяя в учебном предмете область скалярных величин, мы тем самым в перспективе наметили целую группу частных математических дисциплин, группирующихся вокруг понятия действительного числа.

Такая связь общего и частного, когда в первом просвечивает второе, является характерной чертой учебного предмета, усвоение содержания которого одновременно есть и и пробуждение и формирование у ребенка теоретического мышления.
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